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Kontinuerliga stokastiska variabler

e En kontinuerlig stokastisk variabel X kan anta alla varden
i ett delintervall av R (reella talen).

@ For kontinuerliga stokastiska variabler galler att
0Us. b — P(X =x) =0, for alla x € R. Daremot P(a < X < b) >0,

pualk weassot )
sl "oYouees! for alla a,b € R.

@ Om det finns en funktion f : R — R s3dant att
b
P(a< X < b) =/ f(x) dx
a

kallas f tdthetsfunktion (eng. density function eller
probability distribution function, pdf) till (férdelningen av) X.

e OBS! For alla a < b € R galler da

Pla<X<bhb)=Pla< X<b)=Pa< X <b)=Pa< X <b).
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@ En funktion f ar en tathetsfunktion om och endast om
Q f(x)>0 fér alla x € R, och
(2 f+ f(x)dx =1

o Fordelnmgsfunktlonen F ar da definierad genom

X

F(x):wzf F(¢) dt

=|‘F()Ce(4m,x]> -
OBS! Fordelningsfunktion till en kontinuerlig s.v. ar
kontinuerlig (i allmant fall bara hogerkontinuerlig).

o | varje punkt x dar f(x) ar kontinuerlig, galler det att

Fl) = F(x). (s Andpsecs bannidsots)
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Visa att féor a < b € R, funktionen

l{
o b i
b =42 ¢ :- . .
0 annars i
2 X
a b

ar en tathetsfunktions b

J@Zo‘/ @ _i?(")i’(

fir b c2a od de b Br
FleaX <4) = Sebbbz 5~—A><= w |

Slumpvariabeln som har f som tathetsfunktion kallas :u" nig
fordelad pa (a, b) och férdelningen férkortas med v 2, b).
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Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion

2 < x<1
f(x):{3x om0 < x<
0 annars

Berakna P(0.3 < X < 0.6) och bestam férdelningsfunktionen F.

v

D jzo prday O Sf Szxzo{x [@]) = o =1 =& e fatlob fuldin.

6.6
CFP(0ds X 206)= 5 wode = 08) ) = 0603 = 0y
0.3

b3 0 X €0 o) X< o
CF) = P(xex) = k= { S0 de e xc—(o)ﬂ:{xg o x€GD &

\O K>/| | x2z \

v X x

e mas fpud - ] - 6
o}
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Vantevarde, varians, standardavvikelse

Lat X vara en kontinuerlig s.v. med tathetsfunktion f.

@ Vantevardet av X ges da av

+o00 ~
BX) =[x fx e (& G i fraay = 0|
tec. KN ((a,lo) E[/X—] SX L-& ‘{K = Z(b‘a)] = L. i
@ Mer allmint, om h ar en fuhktion R — R s3 kan VI definiera

+oo

E[Ah(X)] = / By () e (sﬁ Lz VTOMH 10 &4@)

—00

@ Variansen och standardavvikelsen definieras pa samma satt
som for en diskret s.v., dvs. Var[X] = E(X?) — E(X)? och
= /Var[X]. Y [ ex)?]
@ Rakneregler for vantevardet och variansen ar samma som for
diskreta s.v. (kontrollera!).
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Normalférdelning

@ Om en stokastisk variabel X har tathetsfunktion

 (x=p)?
20

f(x) = \/%U e

dar 0 > 0 och u € R, kallas X normalfordelad med
parametrar /. och o
o Notation: X ~ N (u,d?).
o E[X] = p och Var[X] = o2 Mit o
_ _Gp gl
Lo EDe]= 3 o L e zs-2> &tfﬁg—w)w{,e ) ae
» = rr‘(zelil) = (4 & ~N(g1))
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Graf till tathetsfunktionen av normalfordelade s.v.

|

iy llz 113

My < My < _u3

FIGURE 4.6.3 Three normal distributions with different means but the same amount of

variability.
X= QW

M << X

FIGURE 4.6.4 Three normal distributions with different standard deviations but the
same mean.

Anmarkning: Tathetsfunktionen till en normalférdelad s.v. ar
symetrisk kring linjen x = p.
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Standard Normalférdelning

Om Z ~ N(0,1) sages Z att ha standard normalférdelning.
2

Tathetsfunktionen f(z) = \/% e~ 7 visas i figuren nedan.

Att man anvander Z i stallet for X ifall av en standard
normalfordelning ar en gammal konvention.

kaplems 15[
SN5659676L6

ZEHN DEUTSCHE MARK

I
u=0 z
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/\MIP(E <o) =f ba)dz — [ OIS
Lat Z ~ N(0,1). Fér att berikna P(a < Z < b) dir a och b r Ko Ple)-
reella tal eller 00, anvander man tabell V (s.697-698 i boken)
som innehaller varden F(x) for ménga x € R.

Om X ~ N (u,0?) si giller att 2= ~ N(0,1). \

Bevis: Senare idag.

L5t X ~ N (u, o) s3 giller att B _
(,(L J) § Ip (fll . %/i< \)z I\O(2<|)—|f(£ﬁ-’|>é«u 0.843 | - 0-153F = 0,626

P(u—0 < X < pu+o0)=0.68,
P(u—20 < X < p+20) =0.95 och
P(u—30 < X < p+30) = 0.997.
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Exempel

Lat X ~ N(14,8) och antag att vi vill berakna P(X < 17). D3 kan
vi anvinda slumpvariableln Z = (X — 14)/+/8 som ar standard
normalfordelad. (&Abﬁ& tole. Ve )

3
(s = P(E < B - Pz < 5)
X OP(2 < l\og) < 0.835%
A
Ll for Wio,0)

Fér vilket varde av x ar P(X > x) = 0.67

I?(Y_>X) lP (TI‘#> %4 8|Lf'> = 0y

el =t 2~ W)
Sp(e = )= lm ol =0k uly el wdde da
KH’
Y— ?ﬂ“u«zMOu-OZS odhh —0.26 {79-0253 =) X7 Cozy_}) .’\4..[11, ~3.28

v
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Normalférdelning som approximation till Binomialférdelning

Lat X ~ Bin(n, p). For fast p € (0,1) och stor n € N kan X
rimligt approximeras med Y ~ N (np, np(1 — p)).

Dvs, om n ar stor, approximeras X med en normalférdelning med
parametrar ;1 = np = E[X] och 02 = np(1 — p) = Var[X].

| praktiken brukar man betrakta normalapproximationen som
rimligt, sa lange min{np,n(1 — p)} > 5.

Anmarkning

Observera att X ~ Bin(n, p) ar diskret medan normalférdelningen
ar kontinuerlig: Man raknar darfér t.ex. s+ xeIN:

P(X <x)~ P(Y <x+3) och P(X < x) = P(Y <x — 3).
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Transformation av kontinuerliga slumpvariabler

Sats

Antag att X ar en slumpvariabel med tathetsfunktion fx och
Y = h(X), dir h: R — R &r strangt monoton och deriverbar. D3
ar 'Y en kontinuerlig slumpvariabel med tathetsfunktion

fr(y) = i () - [(FY ().

Bevis: Lat W varn shangt Viawde (Qallet Shiugt atwgude leos du focsslea
s &gadv - Pf; ovold Sauman SaH —och sedan lubm LL@LW)

CDaar ELFrey) = POL) =y) 3 POx = X)) = F(KG)
h dmg vesconda (i 57mwl~d aekerbar) : begarar oh&m; n\/d'w\u_b
- \/L \&_{ M\\r&{w au\'Sq OdL)q LLVI 0(L~ A-Qi— {OLJJ

= i F( = ¢ (W) () Clkieruspl) | 43 L. ot dipeued 1!
i Exads = (") >0,

v
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Exempel

L3t X vara en kontinuerlig slumpvar/abe/ For a#0ochbeR

samt Y = aX + b géller fy(y) = Tl L fx (2 2y,
allhs2 Y=10%) , L x) = xth Cuovdon < wto) wed tues W'(y)=

(et = BTk 6l = L g e b Qo= B (12 4]

Om X ~ N(p1,02) och Y = £ 55 4r Y ~ N(0,1):
Talen a, b fran exemplet ovan motsvarar % > 0 respektive —“(f har,

y=b

séatt%:ay—l—,u och

rly) = IU|'\/%geXp(_z%Z((aeru)—u)z)
1 .
_ \/%exp(—y?)
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