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Flerdimensionella stokastiska variabler

Tvadimensionella stokastiska variabler

e En tvadimensionell stokastisk variabel (ibland kallad
slumpvektor) ar en funktion (X, Y') definierad pa ett
utfallsrum S som avbildar till R?. Bida koordinater X och Y
ar da (vanliga) slumpvariabler.

@ En tvadimensionell s.v. kan vara diskret (om bade X och Y
ar diskreta) eller kontinuerlig (om bade X och Y ar
kontinuerliga).

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSG810

Flerdimensionella stokastiska variabler

Diskreta tvadimensionella s.v.

Lat X och Y vara tva diskreta s.v.

@ Sannolikhetsfunktionen fxy av den tvadimensionella s.v
(X, Y) ar definierad som

fxy(x,y) = P(X = x och Y = y)

@ Som forut ar fxy(x,y) en sannolikhetsfunktion om och endast

om y
o fxy(x,y) >0 for alla (x,y) € R? , /5)5:::1;}’)
® D vex(s) 2yev(s) xv(xy) =1 i
@ Ocksa fordelningsfunktionen har en tvadimensionell -
motsvarighet: F(x,y) ar definierad som .
F(x,y) =PB(X < xochY < y) =Y "> fxy(j, k)
J<x k<y
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Flerdimensionella stokastiska variabler
Exempel

Lat X och Y sta for antalet pojkar resp. flickor i en slumpmassigt
vald svensk familj. Sannolikhetsfunktion fxy(x, y) ges i tabellen:

X| 0 1 2 3 4

Y

0 08806 0.04 0.01 0.01
1 02 008 0.02

2 0:050:02° 0.01

3 0.02 0.01

4 0.02

Fxy(1,2)=P(X <1,Y <2)
— fxy(o, 0) + fxy(o, 1) -+ fxy(O, 2)
+ fxy(1,0) + fxy(1,1) + fxy(1,2)
= 0.384+0.17 + 0.05+ 0.16 + 0.08 + 0.02 = 0.86
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Marginella sannolikhetsfunktioner

Lat (X, Y) vara en tva dimensionell diskret s.v. med
tathetsfunktion fxy. De marginella sannolikhetsfunktionerna fx
och fy for X resp. Y, ges av
fx(x) = Z fxy(x,y), forx € X(S) o] wed auteade pau
yeY(S) m=y) fartihouea szfJ, ye ((s)
Nl’l’()@x\)';? '?(X*vx,\’:ly)

fr(y)= > fxv(x.y), forye Y(S).
xEX(S)

och
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Flerdimensionella stokastiska variabler

(foregdende exempel)

Xl o 1 2 3 4| &

¥

0 0.38 0.16 0.04 0.01 0.01 | 0.60
1 0.17 0.08 0.02 0.27
2 0.05 0.02 0.01 0.08
3 0.02 0.01 0.03
4 0.02 0.02
fx

0.64 0.27 0.07 0.01 0.01 Il
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Kontinuerliga tvadimensionella s.v.

Lat X och Y vara tva kontinuerliga s.v.

@ En funktion fxy som uppfyller

O fxy(x,y) >0 for alla —o0 < x < +00 och —00 < y < +00,
+0o0 400

@ [ [ fxy(x,y)dydx =1 samt

@ P(a<X<bochc<Y<d) =[] [?fy(x,y)dydx
kallas tathetsfunktion for slumpvektorn (X, Y)

@ De marginella tathetsfunktionerna fx och fy for X resp. Y
ges av

400 +o0
fx(x) = / fxy(x,y)dy och fv()’)=/fxv(><,)’)dx

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSG810

Foreldsning5 sidan 4



Flerdimensionella stokastiska variabler

Exempel (Ex.8 i boken)

Lat X representera temperaturen (i grader) och Y tiden (i
minuter) for hur lang tid en dieselmotor tar p3 sig for att varma
upp. Tathetsfunktionen for (X, Y) ges av

fxy(x,y) =c(4x+2y+1) 0<x<40, 0<y<?2

© Berdkna c.

@ Berdkna sannolikheten att temperaturen blir stérre an 20 och
det tar minst 1 minut for att motoren varmer upp.

© Berakna de marginella tathetsfunktionerna fx och fy.

© Berakna sannolikheten att det tar minst en minut for motoren
att varma upp.

© Beradkna sannolikheten att temparaturen ar storre an 20.

o
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Exempel (Losning)

o
oo 00 40 2
/ /fxy(x,y)dxdy = /fc(4x+2y+1)dy dx
—E9 —=E3 0 0

(]

Yo 2 Lo
=al] [\,hmmv]o dx =cj 8x+6 dy = ¢ [“‘2*5"]
o]
0 o]

=(bko0 +240 - 0)-C < CEko-c

D 1
e S e = 5640
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Exempel (16sning)

'S
o

l—"-—-_._}w

Q@ P(X>20, Y>1)=

6—(4x + 2y + 1)dydx =~ 0.3735
2

=

2
8x+6
@ fx(x) = f fxy (x, y)dy g%(4x+2y+1)d - c):to ,xe[o)td]
oo 40 .
rly) = | forley)ae = | sdplax+ 2y + ok = 258 el

2

N i = e — ML] N
1 GeYto 3

—

b6%0

v by [0 B ~
(5 ]P’(X > 20) =2£ fx(x)dx — x] e 0.4 |

>

Obs . R(X>,\21) # P(Yz\) - P(x>t0) = os50c-0.3 = 0549
T Xomis
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Oberoende stokastiska variabler

@ Tva handelser A och B ar oberoende om
P(AN B) =P(A) - P(B) (jfr. foreldsning 1).
@ Tva stokastiska variabler X och Y ar oberoende om

fxy(x,y) = fx(x) - fy(y) for alla (x,y) € R2.

OBS: For oberoende X, Y och godtyckliga mangder C,D C R
galler

P(X e C, YeD)

alltsd t.ex. ny(x,y) = P(X <oe. Y y) = FX(X) ! FY( )
Lev. Cl=;[aﬁ1,1)=:[5d] otla xy) ot e R

Pcec yedd=} bar ) Whe 5 [ ytr) dyde ‘Q/(;JY%W‘K
= Ser(x)dy ‘S by () d7 = P(Xe) F(YeD)

a
T. Vilkas i isti i
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Oberoende eller ej?

@ | det diskreta exemplet ovan dr X och Y inte oberoende da
t.ex.

0 = fxy(3,1) # fx(3) - fy(1) = 0.01 - 0.27 = 0.0027.

@ | det kontinuerliga exemplet ovan ar X och Y inte heller
oberoende eftersom t.ex.

03135 ~ P(X >20, Y >1)#P(X >20)-P(Y > 1)x 0334

y
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Flerdimensionella stokastiska variabler
Vantevarde

Lat (X, Y) vara en tvadimensionell s.v. (med tathetsfunktion
fxy(x,y)) och H : R? — R en reellvirdig funktion.

Vantevardet E[H(X, Y)| defineras for diskret (X, Y) genom

E[H(X, Y)] Z Z H(x,y) - fxy(x,y)
xeX(S) yeY(S)

och fér kontinuerlig (X, Y) genom

oo oo

EHOOYI = [ [ HOw) - forlx,y) de dy,

—00 —00

(I bada fall: givet att E[|H(X, Y)|] < c0).
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Marginella vantevarden

Observera att man utan vidare kan rakna ut vantevardet av en
koordinat i slumpvektorn (genom att valja t.ex. H(x,y) = x):

Om (X, Y) ar diskret galler
Z X+ Z fXY(Xﬁy)'
xeX(S) yeY(S)

For kontinuerlig (X, Y) ar t.ex. - e)((x)

E(Y) = /y- / fxy (x,y) dx dy.
Rl —
= .
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Precis som for endimensionella slumpvariabler (vilket H(X, Y')
faktiskt ar) far vi en hel del enkla rakneregler:

@ S3 galler t.ex. fortfarande att vantevardet ar linjart, dvs. for
tva funktioner G, H : R> — R och en konstant ¢ € R:
E[c H(X,Y)] = ¢ E[H(X, Y)] och
E[H(X, Y) + G(X, V)] = E[H(X, V)] + E[G(X, )]
@ Om X och Y ar oberoende, sa far vi
E[XY] = E[X]-E[Y], t e G () w disled  H Ggy)e oy
? (x) wx) for XX obe.

E[H()(Y)] DM H(Y.) bee O = 7 57 g )y 1)

Xe )C'( $) 1€ X(5) weR(S) yeY(s)

= X - £ () Zj Y- f C =
X Y'? EY-EX
vilket medﬁ:::(re X &Xﬁ?/

Var(X +Y)=E[(X+ Y)] - (E[X + Y])°
n:-b(Z) + 200+ EY?) — (B 2 Ex-EY +E&Y)?)
" e -ED° - EY)- ~EN? = var (O + var(Y).
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Flerdimensionella stokastiska variabler
Kovarians

Lat X och Y vara tva s.v. med E[X] = ux och E[Y] = uy.

e Kovariansen Cov[X, Y] eller oxy ar ett matt pa samvariation
mellan X och Y och defineras som

Cov[X, Y] = E[(X = ux)(Y — puy)].

@ Med vantevardets linjaritet foljer direkt
Cov[X, Y] = EQRY)-pu BY - pEX+p p, = E[XY] — E[X] E[Y].
e Specialfall: Cov(X, X) = Var(X) och
om X och Y ar oberoende s.v. sa galler Cov[X, Y] =0.
@ Vidare ar kovariansen symmetrisk och linjar i bdda argument:
Q Cov[X,Y]= Cov[Y,X]
@ Cov[cX,Y]=c- Cov[X, Y] = Cov[X,cY]
©@ Cov[X+Y,Z] = Cov[X,Z]+ Cov|Y,Z].
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Korrelation

@ Pearsons korrelationskoefficient pxy ar ett matt som
beskriver huruvida det finns en linjar relation mellan tva
utfall /stokastiska variabler X och Y.

@ pxy definieras som

oxy Cov[X, Y]
ox-oy +/Var[X]- Var[Y]

PXY =

OBS: pxy ar odefinierad om antingen X eller Y ar konstant.
@ Man kan visa att —1 < pxy < 1.

® |pxy| =1 om och endast om Y = a + bX for nagra tal
a, bEIR b # 0.

. coV '(X;Y) = O
® pxy = etyc:ier att det inte finns nagon linjar relation mellan
X och Y (okorrelerade) vilket dock ar svagare an oberoende!
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Flerdimensionella stokastiska variabler

okorrelerade men inte oberoende

L&t X vara likformigt férdelad pd {—1,0,1} och Y = X2. D3 har
(X, Y) foljande sannolikhetsfunktion fxy(x, y):

X|1-1 0 1
<]
0 0 3 0
1 130 1/3

Ew)=0 , E(V)= %-l+é0=% —> EX-EY=0

E(X“\’)=é(-l'|)+:}( (O~o\)+é(|.|) =9

cov (X)) = EGEY) - B0 #(Y) = 0-0 =0 ¢ =0
b ¥ N olowelofode .

Dotd ke sbevenda P00, \=0) ‘=% + P(X=0)- RCY=0) =

wW|—
wi—
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Betingade fordelningar

@ Om A och B ar handelser och P(B) > 0, defineras
sannolikheten av A betingad pad B som (jfr. férelasning 1)
P(AN B)

P(A|B) = 505}

@ Den betingade sannolikhetsfunktionen /tathetsfunktionen for

den stokastiska variabeln X givet Y = y definieras som:

fx|y (x) = fx;/y((’;)Y)

och den betingade sannolikhetsfunktionen /tathetsfunktionen
for Y givet X = x definieras som:

fxy (x,y)
fx(x)
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Flerdimensionella stokastiska variabler

Betingade fordelningar

OBS: Om X, Y ar oberoende slumpvariabler sammanfaller de
betingade sannolikhets- /tathetsfunktioner med de marginella:

Cey) oo (o).
b, 00 = Peyby) oo o pels? D) (g s stk Dyt s )

ot P2

| det diskreta exemplet ovan ges den betingade
sannolikhetsfunktionen av X givet Y = 2 som

fxy (x,2)
fxip(x) = —————,
alltsa
_ by S L B Yo% B B - = e =
fx2(0) = oog 8 pll)= o5 = o xp(2)= b0f ~ g’

samt fx2(3) = fx|2(4) = 0.
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