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Konfidensintervall

Intervallskattning - Konfidensintervall

Nar man valjer ut ett stickprov (av storlek n) ur en population, ar
som bekant stickprovsmedelvirdet X en (vantevardesriktig)
punktskattning av medelvardet .

Det ar dock mer meningsfullt att skatta genom att ange ett
intervall, i vilket den okanda parametern . med stor sannolikhet
ligger. Ett sadant intervall kallas konfidensintervall.

Det finns intervall av olika konfidensgrader: Ju storre
sannolikheten att u faktiskt ligger i intervallet ska vara, desto
storre intervall maste man valja.

Hur bestammer man ett konfidensintervall?
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Konfidensintervall

Strategin bestams i forsta hand av det som ar kant/okant eller
antaganden man gor:

@ Stickprovet dras fran en normalférdelning med kand varians.
@ Stickprovet dras fran en icke-normal eller okand fordelning.

@ Stickprovet dras fran en normalférdelning med okadnd varians.
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Konfidensintervall

Stickprov ur en normalférdelning

Antag att varden i populationen dr normalférdelade med

vantevarde p och varians 52 LAE Xysouns X5 VaFa & slumpmassigt
valt stickprov (dvs. oberoende A(u, 0?) variabler). Hitlets fld
KU o shdard
@ Stickprovsmedelvirdet X ar normalférdelat med vantevirde p b wermdfidubiey
och varians "—2. 1@

R R <~19¢) =0.025 f(2>1.96)= 0.025

P(-1.96 < £
IP’(X—l.96 ﬁ </.L<X+1.96~%):0.95

(,/f N(O 1)
/f < 1.96) = 0.95 eller ekvivalent ~146 ° 1aC 2

e Om man nu, baserat pa utfallet X = X, valjer intervallet
(x —1.96 - \/- X+ 1.96 - \/—) sa ligger sannolikheten att det

innehaller vantevardet 1 pad 0.95. Darfor kallas det for ett
95% konfidensintervall (KI).
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Konfidensintervall

Exempel

Antag att en forskare, som ar intresserad av att skatta den
genomsnittliga koncentrationen av ndgon enzym i en given
population, valjer ut ett stickprov av 10 individer, bestammer
koncentrationen hos dem och hittar ett stickprovsmedelvarde pa

X = 22. Antag att variabeln (alltsd koncentrationen) kan betraktas
som normalférdelad med vintevarde ;. och varians o2 = 40.

Hitta ett 95% konfidensintervall for s

Losning: Enligt idén ovan kan vi ta intervallet

(X—1.96- % X+1.96 %)

Da % = ‘i’—o = 2, ges intervallet av

(22— 1.96-2,22 4+ 1.96 - 2)

(18.08,25.92).
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Konfidensintervall

Konfidensintervall for 12 av en normalférdelad population
med kand o

| allménhet, ges ett konfidensintervall for 1 (av en normalférdelad
population med kind o) av konfidensgrad (1 — «) 100% av

a
vn'

dér z./, ar (1 — 5) 100-percentilen till standard normalférdelningen,
dvs. talet sa att P(Z > z.;,) = § for Z ~ N(0,1).

Z./, kallas ocksa reliabilitetskoefficient.

Det symmetriska konfidensintervallet for u till grad (1 — «) 100%
ges alltsa av

X+ Zafy *

punktskattning + (reliabilitetskoefficient) x (standardfel)
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Konfidensintervall
Interpretation

e Sannolikhetsteoretisk interpretation: Om vi upprepar det
(bestamma konfidensintervallet X + z.), - % med hjalp av ett
stickprov av storlek n ifran samma normalférdelad population
med kand varians), kommer i det langa loppet en andel av
(1 — o) av dessa innehélla den okanda parametern
(populationens medelvarde).

e Praktisk interpretation: Om stickprovet dras av en

normalférdelad population med kand varians, ar vi 100(1 — «)
procent sakra att intervallet X + zr_vz% innehaller

populationens medelvarde L.
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Konfidensintervall

Exempel

En sjukgymnast vill bestamma /skatta, med 99 procent sakerhet,
medelvardet pad den maximala styrkan av en viss muskel inom en
given grupp av individer. Hon gar med pa antagandet att varden
pa styrkan ar i stort sett normalférdelade med varians 144. Ett
stickprov av 15 individer gav ett medelvarde pa 93.11.

Losning: Har ar a = 0.01. | tabell V hittar vi Zajy = 2.575, som
talet sd att P(Z > z.,) = 0.005 for en standard normalférdelad
s.v. Z. Det symmetriska 99% konfidensintervallet till 1 ges d& av

(93.11 - 2575 /44 03.11 + 2575 - |/ 184),

alltsa

(85.13,101.09).
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Konfidensintervall

Stickprov ur en icke-normal fordelning

| vanliga fall &r fordelningen i populationen inte en
normalférdelning eller inte ens kdand. Hur ska man da ga till vaga
for att bestamma konfidensintervall for medelvardet 17

Sats (Centrala gransvardessatsen, central limit theorem)

Lat Xy,...,X, vara ett stickprov av storlek n ur en fordelning med
vantevirde ju och varians o. Fér tillrickligt stora n ar d3 X
approximativt normalférdelat med vintevarde yu och varians o°/n.

M: Mnl \MJ uﬁ\m.lbkf\S‘\'\\-(l{A ?le‘-hm p U—Mbr Lw.qw

Anmadrkning: Som tumregel ar n tillrackligt stort ifall n > 25.
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Konfidensintervall

Exempel

Punktlighet hos patienter undersoks i en studie. Ett stickprov pa
35 patienter visade att de kom 17.2 minuter for sent i genomsnitt.
Tidigare undersokningar visade att standardavvikelsen pa
forseningen ligger pa ungefar 8 minuter. Datan ger upphov till G
antagandet att forseningen inte ar normalférdelad.

PR
o o

© Vilken approximation ar 1amplig for fordelningen av
stickprovsmedelvirdet X? Med vilka parametrar?

@ Bestam ett 90% konfidensintervall for i, medelvardet av
forseningen till en ldkartid i populationen.
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Exempel (Lésning)

O 35 us25 we X eligt adala S s
GpproGumalivt L ommalfbrdelat el vadeady fu otk \anan

67' ot -~ _(_;, ] ~ KOLKIJ(

2] \Lm&wlmgormo\ P wolstamsr =6 2, = Z0gs = LOKS.
<y Eit (Sqmeh\"\i) 0% WIT. %‘-r/‘- ?zs do o

> G

(7 - 2,8, %+ 2, 7) = (F2- Lo 13522 B2+ Low513522)

= (150, 0.4,
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Fordelningen av en normalférdelad populationens
stickprovsvarians

Lat Xy, ..., X, vara ett stickprov ur populationen. Vi hittade att

L (Xi=X)? il e : o
S? = ;En(_l;) ar en (vantevardesriktig) estimator for variansen

Antag att X, ..., X, ar ett stickprov (dvs. oberoende kopior) ur en
normalférdelning med vantevérde i och varians 0. Slumpvariabeln

(n—1 (X; — X)?
o2

2
7)227

o2

har d3 en x?- fordelning med n — 1 frihetsgrader.
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Konfidensintervall

Konfidensinterval for variansen

o Vill vi hitta ett 100(1 — a)% Kl for o2, letar vi forst efter ett
2
100(1 — )% KI for (n_—J12£:

Ett motsvarande Kl for ("—_leﬁ ges av (Ga/as G1—af), dar gp
betecknar 100p—percentilen (eng. p-quantile) till -
x2-fordelningen med n — 1 frihetsgrader, dvs. PCX q'*/z)} =

e X~ K
FOC> 4 ) t

0 R

—~1)52
]P)(qab < (n_r,l)r < Q1—a,z'2) =1-a.

@ En enkel algebraisk omformning ger da att foljande ar ett
100(1 — )% KI for o2:

( (n—1)S% (n—1)S? ) '

Gi—a/p ' Qo
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Stickprov ur en normalférdelad population:
L zesky bl Sl el Tl TG

Bestam ett 95% konfidensintervall for populationens varians och
standardavvikelse.

Losning: Utfallet for stickprovsvariansen blir s2 = 39.763.
2
(”—_lzﬁ har n — 1 = 6 frihetsgrader och o = 0.05. Tabell IV i

a
boken (s.695) levererar percentilerna till x%, namligen

90.025 = 1.24 och qg.975 = 14.4. Diarmed fas ett 95% Kl for o

(6 -39.763 6-39.763

S >:(16.57?192.40)

och motsvarande 95% Kl for o ges av (4.07,13.87).
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Konfidensintervall

(Students) t-fordelning

L3t Z och Y vara oberoende s.v., dir Z ~ N'(0,1) och Y ~ x?.
Da har slumpvariabeln

Z
Y/,

den sa kallade (students) t-fordelning med ~(> 0) frihetsgrader.
Egenskaper hos t-fordelningen:

@ T ar kontinuerlig och motsvarande tathetsfunktion ges av

r(jr-2f-_1) ( t2)_h11}/2

T .=

fr(t)= ——=——(1+ t € R.

F(v/2) vy
Dess graf ar klockformad och symmetrisk kring t = 0 (som
motsvarar medelvardet for v > 1, annars ar det odefinerat).
@ Variansen av t-férdelningen ar lika med 7—1’—2 for v > 2 (400
annars).
@ For v — oo konvergerar tathetsfunktionen mot den av en
standard normalférdelning.
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Konfidensintervall

Konfidensintervall for X ur en normalfordelad population

med okind varians o2

Lat Xi,..., X, vara ett stickprov ur en normalférdelad population
med okanda parametrar ;. och 2. D3

X—pu (n—1)S?
T Z ~N(0,1) och 2

foljer det att

. L2
= Y ~ X(n—l)

X—p X—up ( Y )—1/2
S/va  o/va \n—1
ar t-fordelad med n — 1 frihetsgrader.
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Konfidensintervall

Konfidensintervall for X ur en normalfordelad population

med okand varians o2

o For att hitta ett 100(1 — a)% KI fér X, féljer vi samma
strategi som for en normalfordelning, dvs. vi valjer

)
Y:l: tn,/z =

3

dar x ar utfallet pa stickprovets medelvarde, s pa dess varians
och t./, dr talet s att P(T > t.;,) = 5.

@ Percentilerna till t-fordelningen hittas i tabell VI i boken
(s.699-700).
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Konfidensintervall

Exempel (8.2.2. i boken)

Data om koncentrationen av svaveldioxid (i £§) fran en skog i
Bayern har tagits fram. Ett stickprov innehaller 24 varden med
medelvarde X = 53.92%% och varians s2 = 101.48, allts3 standard
avvikelse pa s = 10.07%%. For att kunna ange ett ett 95% Kl for u
behover vi percentilen t./, ur tabellen, dar v = 23 och a = 0.05:
to.o25 = 2.069. Motsvarande 95% KI ges darmed av

2.069-10.07 2.069.10.07
(53.92 — 20691007 53 9 T)

alltsa

(49.67,58.17).
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Konfidensintervall

Strategisk oversikt — Konfidensintervall for populationens

medelvarde

Population
Yes normally No
distributed?

Sample Sample
— = o — = o
large? large?

Population Population Population Population
variance variance Yes variance Yes variance
known? known? known? known?

[+ ] [=] (] =] [z ][] e ]

or Central limit theorem applies
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