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Hypotesprovning

Definitioner

Andra typen av inferentiell statistik ar hypotesprovning.

En hypotes ar ett enkelt pastdende/antagande om
populationen. (t.ex. fordelningens form, parametrar)

Ofta galler en hypotes parametrar av populationens férdelning
(medelvarde, varians etc.)

Hypotesprévning innebar att man férsoker avgéra om
pastaendet passar in pad datan eller ej.

Det finns alltid tvd hypoteser:

o Alternativet eller mothypotesen (eng. alternative/research
hypothesis) som foreslas av forskaren /experimentatorn. Denna
betecknas med H; eller Ha.

e Och nollhypotesen (eng. null hypothesis) som ar i nagon man
den forutfattade meningen och ar negationen av den
alternativa hypotesen. Denna betecknas med Hp.
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Hypotesprovning

@ Om hypotesen galler parametern ¢ kan nollhypotesen t.ex.
vara 6 = 6y, 0 > b eller 0 < 6 for ett givet varde 0y € R.
Den motsvarande alternativa hypotesen ar da 6 # 6y, 6 < 6y
resp. 0 > 0p.

@ Det man gor ar att forsoka avgora hur rimlig nollhypotesen ar
for den givna datamangden.

@ Om den bedéms orimlig, forkastas Hp och accepteras H;
(alternativet) istallet.

o Likhet med det sd kallade noll vardet 6 ingar alltid i Hp.

@ Hypotesen kan ocks3 syfta pa fordelningens form, t.ex. Hp:
Datan ar ett stickprov ur en normalférdelning.
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Exempel

@ Allman uppfattning: "Majoriteten av studenterna pad Chalmers
kommer fran Goéteborg." Lat g vara andelen av Chalmers
studenter som kommer fran Goteborg och omnejd. D& kan vi
skriva

Ho: g>05 och H;: g<05

@ Ett foretag som haller pd med opinionsundersokning pastar att
farre an 40% av alla rostberattigade skulle gd och résta om
valet var nu pa sondag.

Lat r vara andelen av rostberattigade som skulle rosta om
valet var nasta helg. D3 ar det

Ho:r=04 ok H, = r<ot
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Hypotesprovning

© Vi kastar ett mynt och undrar om ndgon har tummat pa det,
eller om det ar ett symmetriskt mynt, som landar pd bada
sidor med samma sannolikhet precis som den ska. L3t oss
skriva p = P(klave).

e =00 Bkl e a=slls
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Hypotesprovning

Mojliga resultat av en hypotesprovning

@ Att vi antingen behaller nollhypotesen eller forkastar den och
antar alternativet istallet leder till fyra olika fall:

© H, forkastas trots att den stammer: typ |-fel.
© H, forkastas och den stiamde ej: korrekt.

© H, forkastas ej trots att H; stammer: typ ll-fel.
©Q H, forkastas ej och H; stammer ej: korrekt.

@ Sannolikheten for typ |-fel kallas signifikans och betecknas
med «. Sannolikheten for typ ll-fel betecknas med /3.
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Hypotesprovning

Condition of Null Hypothesis

True False
Fail to Correct action : Type II error
Possible reject Ho
Action Reject Hy, Type I error . Correct action

e [ vanliga fall kan man vilja/kontrollera sannolikheten fér typ
I-fel och vélja « liten. Daremot ar [ vanligtvis okdnt och
svart att ha kontroll éver.

o Ett matt pa testets effektivitet (eng. power of the test) ar
1 — 3 (som ar sannolikheten att Hy férkastas givet att H;
stammer).

Exempel 8.3.3, 8.3.4, 8.3.5 i boken ger en battre férstaelse av typ I-/typ-Il fel och
testets effektivitet, men det kommer vi inte fokussera p3.
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Hypotesprovning

Steg i hypotesprovning

© Data: Vi behover data (ett stickprov) for att kunna utféra en
hypotesprovning.

@ Antaganden: Ofta har man nagra antaganden med avseende
pa populationen, t.ex. fordelningens typ, motsvarande
parametrar (s& som p or o, etc.), som inte ifrdgasatts.

© Hypoteser: Bestdm vilket pastdnde/antagande du vill prova
(Ho, nollhypotes) mot ett alternativ (H1).

© Teststatistik: Valj en statistik som kan berdknas med hjalp
av ett stickprov. Utfallet pd denna anvands for att antingen
forkasta eller behalla nollhypotesen. Ett exempel pd en sddan
teststatistik ar

7-X-r
(r/ﬁ
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Hypotesprovning

Steg i hypotesprovning

O Teststatistikens fordelning: Fordelningen av teststatistiken  ( de olfra sk [k
bestams under antagandet att g ar ratt varde for parametern . shodad waudd
9- ¢ %Z IA(,A m-1) %L@kﬁf

O Beslutsregel: Med hjal istikens fordelni P ferddey T

gel: Vlea hjalp av teststatistikens tordeining
bestammer man tva regioner: en mangd dar nollhypotesen
kanns som ett orimligt antagande (eng. rejection/critical
region) och en mangd dar nollhypotesen kanns rimlig (eng.
non-rejection region).
Beroende pa i vilken mangd utfallet pa var teststatistik landar
valjer vi att forkasta nollhypotesen (om utfallet ligger i den
kritiska regionen) eller inte gora det (om utfallet ligger i
“non-rejection” regionen). Hur mangderna valjs beror pa bade
typen av hypotes och signifikansnivan (se langre ner).

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSGB810

Hypotesprovning

Steg i hypotesprovning

© Berakna teststatistiken: Vi anvander stickprovet for att
berakna teststatistiken.

O Statistiskt beslut: Vi forkastar eller behaller nollhypotesen
beroende pa i vilken region utfallet pd var teststatistik landar.

© Slutsats: Om Hg blir forkastad, drar vi slutsatsen att

alternativet H; staimmer. Om Hj inte forkastas, blir slutsatsen
att Hp kan stamma.
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Hypotesprovning

Hypotesprovning for medelvardet

Stickprov ur en normalférdelad population med kind varians

Antag att populationen ar normalférdelad med okant medelvarde p
och kand varians 2. Vi vill préva en hypotes om medelvirdet .

@ Som bekant ar stickprovsmedelvardet i denna situation ocksa
normalférdelat (med vantevarde y och varians o2/n).

@ Som teststatistik valjer vi

7 XK
O’/\/ﬁ

@ / ar da standard normalfordelad.
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Hypotesprovning

Lat oss kika pé de olika stegen av hypotesprévning (och val av
motsvarande regioner) nar det galler populationens medelvarde
genom att ga genom ett enkelt exempel:

Hypotesen att medelvardet av aldern i en viss population ar 30 ar
ska provas. Antaganden ar att dldern ar approximativt
normalférdelad med varians o2 = 20. Man tar fram ett stickprov
pad n = 10 individer och raknar ut stickprovsmedelvardet X = 27.

Hypoteser:
Ho: =30 och Hi: p#30 = hvelsidegt dest
Teststatistik: .
_X-w
ﬂ/ﬁ
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Hypotesprovning

Exempel

Teststatistikens fordelning: | situationen ovan ar Z standard
normalfordelad.

Beslutsregel: Antag att testets signifikansniva valjs som

a = 0.05. Nollhypotesen kanns orimligt om teststatistiken ar
antingen tillrackligt liten eller tillrackligt stor. Man valjer darfor en
kritisk region med sannolikhet «v/2 bade for stora och sma varden.
Sedan galler det att berdkna motsvarande kritiska varden, dvs.
trosklar z; och z, sd att P(Z < z;) = 0.025 och

P(Z > z) = 0.025. Symmetrin av normalférdelningen ger

7y = Zaj, oCch 21 = —2z;. Detta kallas ett tva-sidigt test.

%/p %/

>

{ . .
Z"‘/-,_ Nj ccho

——]
et ey kue—HJCthk
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Hypotesprovning

Exempel

/2= .025 \ — 0f2 = .025
-212-1.96 0 1.96 :
- o ,
Rejection region Nonrejection Rejection region
region
Berikning av teststatistiken: z = 27=30 — _2 12,

Statistiskt beslut: D3 —2.12 < 1.96 (z ligger i den kritiska
regionen), férkastar vi Hy med signifikansnivan o = 0.05.
Slutsats: Att p ar lika med 30 ar ett orimligt antagande.
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Hypotesprovning

Hypotesprovning vs. Konfidensintervall

Om man istéllet beraknar ett 95% konfidensintervall for 1 i
exemplet ovan, fas

(27 — 1.96 \/20/10,27 + 1.96 ,/20/10),

alltsa
(24.2286,29.7714)

Man ser att medelvardet ;1 = 30 inte ligger i intervallet, vilket
betyder att vi kan forkasta denna hypotes.
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Hypotesprovning

Ensidigt test

Vanstra svansen

Om nollhypotesen i exemplet ovan gar ut pa att medelvardet av
aldern ar storre eller lika an 30 istallet, anvander vi ett ensidigt
test:

Hypoteser: Hy: ©>30 och Hy: pu<30

Teststatistiken, dess fordelning och varde, som riaknas fram med
hjalp av stickprovet, ar samma som ovan. Daremot ligger den
kritiska regionen nu bara pa (fér) sma varden och andrar darmed
beslutsregeln: Nu kommer bara sma varden pa teststatistiken leda
till att nollhypotesen forkastas.

Lat oss vélja samma signifikansnivd a = 0.05. Vi bestammer nu
alltsd bara en troskel z; sa att alla varden z < z; leder till att
nollhypotesen forkastas.
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Hypotesprovning

Ensidigt test

Vanstra svansen

Vardet z; maste da valjas s att P(Z < z;) = 0.05 for
Z ~ N(O 1), alltsd zy = 21, = zp.95 = —1.645.

T
~202 -1.645 0

Rejection region Nonrejection region

Detta kallas ett ensidigt test med avseende pd vanstra svansen
(eng. left-tailed test).

Da utfallet pa teststatistiken z = —2.12 ligger i den kritiska
regionen, forkastar vi Hy och kan pastd att u < 30 med en
signifikansniva pa 0.05.
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Hypotesprovning

Ensidigt test

Hoégra svansen

P& samma satt kan vi definera ett ensidigt test med avseende pa
hogra svansen (eng. right-tailed test), som ar en hypotesprovning
med avseende pa Hi : # > 6. Om vi valjer i exemplet ovan

Ho: <30 och Hy: p>30

ligger den kritiska regionen till hoger om tréskeln z, = 1.645. Dvs.
att vi forkastar Hy om utfallet pa teststatistiken ar storre an 1.645.
| exemplet ovan, dar z = —2.12, skulle vi alltsd behalla Hp, och
pasta att medelvardet rimligtvis ar mindre eller lika an 30.
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Hypotesprovning

En- eller tvasidigt test?

Hy: 0 =6 Ho: 0 > 6 Hy: 0 <6
Hy 0 # 6y Hy: 0 < by Hy 60 >ty
tvasidigt | ensidigt (vénster) | ensidigt (hoger)

Som sagt ar det en konvention att likhet med nollvardet ingar i
nollhypotesen Hp (da vi egentligen utgar ifran att parametern 6 ar
lika med 6p). Ibland skrivs darfér hypoteserna istallet som:

HDZ(?:IQ[] HOZHZHO H[]Zf):g[]
H1297é|9[) H119<90 H129>90
tvasidigt | ensidigt (vanster) | ensidigt (hoger)
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Hypotesprovning

Istallet for att valja en signifikansnivd och sedan bestamma om
nollhypotesen bor forkastas eller ej (med hansyn till den givna
signifikansnivan) kan man bestamma ett sa kallad P-véarde istallet.
Denna strategi kallas signifikanstest (eng. significance testing).

@ P-vardet for en test ar det minsta vardet for o sa att
nollhypotesen skulle férkastas.

Om « > P forkastar vi nollhypotesen.

Om « < P forkastar vi nollhypotesen inte.

Observerar att P-vardet beror pa utfallet av teststatistiken,
och andras darfor nar man anvander ett annat stickprov.

Hur beraknar man ett P-varde?
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Hypotesprovning

Berakning av P-vardet

Lat zy vara utfallet av en teststatistik Z vars fordelning ar
symmetrisk kring z = 0.

o Tvasidigt test: For ett tvasidigt test ges P-vardet som

0es . Barn e&‘
= {QP(Z < 2) omz <0, _g/,m.eh\'sh (a Un AN jct&hhh'smcuz
2P(Z > z5) om zy > 0. S 2~ WO kiy  Cugee oclese

Lex.  t-fideluig)
o Ensidigt test: Om hypotesen avser vanstra svansen ges ‘
motsvarande P-varde som

P=P(Z < z),
om det galler hogra svansen blir det istallet

P=P(Z > z).
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Exempel

Lat oss betrakta exemplet ovan annu en gang.

@ D3 teststatistiken Z har en symmetrisk fordelning kring 0 och
zg = —2.12 ges P-vardet for den tvasidiga hypotesen
(Ho: p=30)som P=2P(Z < —2.12) =2-0.017 = 0.034.
D& a = 0.05 > P, forkastade vi nollhypotesen till denna
signifikansniva.

@ | det ensidiga testet med avseende pd vanstra svansen ar
P =P(Z < —2.12) = 0.017 som aterigen ar mindre an «,
vilket ar anledningen varfor Hp : p > 30 forkastades.

@ | det ensidiga testet med avseende pa hogra svansen ar
P=P(Z>-212)=1-P(Z< -212)=1-0.017 =
0.983 > 0.05 = . Darfor valde vi att inte forkasta
nollhypotesen Hp : 1 < 30.
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Hypotesprovning

Hypotesprovning for medelvardet

Stickprov ur en normalférdelad population med okand varians

@ Om populationen ar normalférdelad med okand varians,
lampar sig teststatistiken

X =
S/vn
for hypotesprévning med avseende pa medelvardet.
@ Som bekant har denna d& en t-fordelning (med n —1
frihetsgrader, dar n ar stickprovets storlek).
e For given signifikansniva « ar troskelvarden for ett tvasidigt
test t.p, och E(1—a/2)
e For ett ensidigt test med avseende pa vanstra eller hogra
svansen blir de t;_,, resp. t,.
@ Alla andra steg av hypotesprévningen dr samma som for kand
varians.

@ Ocksa P-vardet berdknas pa samma satt: Bara Z ersatts av
T (och dess utfall ar da ty istéllet for zp).
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Hypotesprovning

Exempel

Nar det galler nivdn pad mikrovagstralning man utsatts for anses i
staterna 10 mikrowatt per kvadratcentimeter som troskeln till
oacceptabelt. | en by nara en stor tv programm sandare misstanks
stralningen vara starkare an det som anses ofarligt. Ett stickprov
pa 25 matningar tas fram med stickprovsmedelvarde X = 10.3 och
stickprovsvarians s = 2. Man antar att stralningsnivan ar
normalférdelad, dock bade i och o2 okanda.

Genomfér en hypotesprévning med signifikansnivd 10% for att
avgora om sandaren ger upphov till skadliga stralningsnivaer eller
inte, alltsd Hop : 1 < 10 och Hy : p > 10.

@ Uppenbarligen handlar det sig om ett ensidigt test (med
avseende pa hogra svansen).

v

@ Da variansen ar okand anvander vi T = ;—_E som teststatistik.
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Example

o Utfallet av teststatistiken ar ty = % = 102'/3:,_2—510 = 0.75.

o Troskelvardet ges av t, = tp1 = 1.318.

@ D3 tp < to1 ligger utfallet inte i den kritiska regionen, vilket
leder till att vi inte kan forkasta Hy. Dvs. att medelvardet
mycket val kan vara mindre eller lika 10 och att stickprovet
inte stodjer alternativet.

@ Motsvarande P-varde ges av P =P(T > 0.75). Tabell VI

\IW%MCM
e
[ ,
u’rqud' PQT

(s.699) ar inte detaljerad nog for att ge ett exakt t-varde, men
i raden med v = 24 (frihetsgrader), kan man avlasa att 0.75
ligger mellan t = 0.685 och t = 1.318 som motsvarar

P(T < t) =0.75 resp. 0.9. P-vardet ligger alltsd mellan
01=1-P(T <1.318) 0och 0.25=1—-P(T < 0.685).

D= 02 2 e = 0L Pl s (e etin (e

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSG810

Hypotesprovning

Hypotesprovning for medelvardet

Stickprov ur en icke-normalférdelad population

@ Om fordelningen av populationen inte ar en normalférdelning
eller okand, dock n (stickprovets storlek) tillrackligt stort, kan
vi anvanda centrala gransvardessatsen for att dra slutsatsen
att X ar approximativt normalférdelad med vantevirde j och
varians o°/n.

@ For tillrackligt stora n kan vi alltsd genomféra en
hypotesprévning pa samma satt som ovan (dar population var
normalférdelad).
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