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Inferens for proportioner

Skattning av proportioner

Exempel

En studie vill skatta andelen av personer som bor i en viss stad
som ager en surfplatta. Ett slumpmassigt valt stickprov pa 250
invanare visar att 98 utav dessa angav att aga en surfplatta. Med
det i dtanke ar p = % = 0.392 en rimlig skattning av

proportionen av individer i populationen som ager en surfplatta.

| allmanhet fokuserar vi pa en viss egenskap (eng. trait) och
undersoker om individer i populationen har denna eller inte. Man
vill f& fram andelen av individer i populationen som har
egenskapen, eller narmare sagt en skattning av denna proportion.
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@ Vi drar ett stickprov av storlek n ur population.

@ Lat variablerna Xi, ..., X, indikera om motsvarande individ i
stickprovet har egenskapen eller inte, alltsa:

X {1 om individ nummer j i stickprovet har egenskapen
j p—

0 annars

Enligt vdra antaganden ar dd Xi, ..., X, oberoende
Ber(p)-fordelade variabler, dar p &r den verkliga proportionen i
populationen.

@ En punktskattning for p ar da

Zj?:l )<J'
—n .

p=
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Ex =)p+o(hpl=p i alla je ] A& K wberCp).
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@ Variansen av estimatorn p: o
/%% )C;'= X, for e ‘udsbokonen abel
Var(Xj) = E[X}] — E[X]]* = p — p* = p(1 — p), alltsa
2 " )l\“a(o\n'.mul.o. oda Belp) ﬁtﬁ)_f_ ad
n -\ XY | ¢ _ —>
Var(p) = (;) Vﬁr(g X 2 g‘ vz:()(ﬁ = x © ey
For tillrackligt stort n blir variansen alltsa liten, eller med
andra ord ar p en konsistent estimator.

Dessa tva egenskaper gor p till en bra estimator for p.
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Kl for proportionen

@ Enligt centrala gransvérdessatsen ar p, for tillrackligt stort n,
approximativt normalférdelad med vantevarde p och varians

p(1—p)/n.
o Ett (symmetriskt) 100(1 — «)% konfidensintervall ges darfor
av

. p(1—p) p(1—p
(p—zuxg p(np),P-i-Zu/g p(np))!
dér z.,, som vanligt betecknar (1 — 5) 100-percentilen till

standard normalfordelningen, dvs. talet sa att
P(Z < z) =1— 5 for Z ~ N(0,1).
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n= 25—0, $= l&_ =0.292 / X = 0.05 ) 2“‘/2 - \1€

50

Exempel

Ett 95% KI for proportionen av invanare som ager en surfplatta (i
exemplet ovan) ges darfor av

(0.392 — 1.96,/9:3920.008 9 392 1.961/—0-39225%608)

— (0.331,0.453)

v

bos oo arfedra Lgys e itervalled (0231 0.453).
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Stickprovets storlek for att skatta p

@ |bland har man majlighet att valja stickprovets storlek och vill
garna ha kontroll 6ver langden pa resulterande KI.

@ Punkterna i konfidensintervallet

(f’ — Zaf> \/@: p+ Zafs \/@)

ligger maximalt

p(1—p)
n

d= Zo )2

ifran punktskattningen p.
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Stickprovets storlek for att skatta p

@ For givet d behover man alltsd ett stickprov av storlek

Zi/gﬁ(l —p)
d? ’

vilket dock kraver en apriori skattning av parametern p (som
vi da kan anvanda som p i formeln).

@ Om man inte har ndgon apriori skattning av p tillganglig, kan
man — for att vara pa den sakra sidan — valja

2
= /2

- 4d?’

dad x(1—x) = —(x — 3)? + 7 < for alla x.

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSG810

Inferens for proportioner

Exempel

Ett mobilforetag vill ta reda pa vilken andel av kunderna som ar
aldre an 50 ar regelbundet skickar text meddelanden. Hur manga
kunder som ar aldre an 50 ar skulle foretaget inkludera i en
kundundersokning for att kunna vara 90% saker att den skattade
proportionen (ifran stickprovet) inte avviker fler an 3% ifran den
verkliga andelen i populationen (av kunder som ar 50-+) som
regelbundet skickar text meddelanden givet att...

Q ... p=0.4 ar en apriori skattning for p.

@ ... ingen apriori skattning finns tillganglig.

Losning: o = 0.1, 2905 = 1.645 och d = 0.03.

2 A A 2 .
0O .- l%zl'p) =(‘-"‘f‘)o :g‘: % 32|60 x T2

(2 n=l*:z>l= ISl A 352 .
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Hypotesprovning for proportioner

@ P3 samma satt som vi genomforde hypotesprévning for
medelvardet kan man gora det for en proportion i
populationen.

@ En rimlig teststatistik ar da
p — po

po(1—po)
n

Z =

dar pg ar nollvardet fér p som anvands i hypoteserna.

@ Om n ar tillrackligt stort, ar teststatistiken approximativt
standard normalfordelad.

@ D3 det handlar om en approximation av binomialférdelningen
med normalfordelningen anses n vara tillrackligt stort om

min {npg, n(1 — po)} > 5

(jfr. med foérelasning 3).

Inferens for proportioner

Exempel

Gallande fragan om andelen av nyfédda ar storre for pojkar an for
flickor har tagits fram ett stickprov pa 25 468 nyfodda barn.

13 173 av dem var pojkar, vilket ger en stickprovsandel pa 0.5172.
Stodjer stickprovet antagandet att det fodds fler pojkar an flickor i
hela populationen, till signifikansnivan o = 0.057

LOsning:
Hox p=105 weh Hi:p> 0.5

(p—0.5)1/25468
V0.50.5

Eftersom n ar tillrackligt stort ar teststatistiken, Z =

approximativt standard normalférdelad.

Det kritiska vardet ges av zp g5 = 1.645.

Teststatistikens utfall z = (0'5172_8_'2) V25168 _ 5.49 > 1.645 ligger i

den kritiska regionen, vilket leder till att Hy forkastas och man kan
konstatera att stickprovet faktiskt bekraftar alternativet, att
andelen pojkar ar storre bland nyfédda.
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Jamforelse av tva proportioner

Antag att vi har tva olika populationer och vi intresserar oss for en
viss egenskap hos individerna. Andelen individer som har denna ar
okand for bada populationer. Vi vill jamféra populationerna genom
att skatta andelen i bada och tolka differensen.

Exempel

En undersokning genomfors som fokuserar pa hur manga av
forskarna regelbundet anvander programmet R, bade inom ren
matematik och sannolikhetsteori/statistik.

Populationer: Forskare inom ren matte och forskare inom
sannolikhetsteori /statistik.

Egenskap av intresse: Anvandning av programmet R.
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Punktskattning och KI for differensen av tva proportioner

Antag att den verkliga proportionen i population 1 ar p; och py i
population 2.

@ Vi tar fram ett stickprov (av storlek nj resp. ny) ur bada
populationer (oberoende saklart)

@ For varje beraknar vi en punktskattning: p; och p».
@ En skattning for py — po blir dd p; — po.

@ For tillrackligt stora stickprov ar p; — p> approximativt

normalfordelad med vantevarde p; — p> och varians
pi(1—p1) + p2(1—p2)
m n» ’

e Ett symmetriskt 100(1 — )% Kl for p; — p> ges darfor av

A pi(l—p1)  p2(l—po
p]_ — p2 :tZ(_\Xz '\/ 1( ) + ( ).
m no
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Exempel

Vi tar stickprov i exemplet ovan av storlek n; = np = 375 ifrdn
bada populationer. Antalet forskare i stickprovet som regelbundet
anvander R ar 195 for population 1 (ren matte) och 232 for

population 2 (sanno/statistik). Vi far alltsa p; = % = 0.52 och
pr = 22 = 0.619.

En punktskattning for differensen p; — p» ges da av
0.52 — 0.619 = —0.099 och dess standardavvikelse ar

=~ 0.036.

375 375

\/0.52 048 | 0.619-0.381
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Exempel
Ett 95% konfidensintervall for p; — p> ges av

(0.52 — 0.619 — 1.96 - 0.036,0.52 — 0.619 + 1.96 - 0.036),

alltsa
(—0.17,—0.028).

D3 intervallet inte innehaller 0 och ligger vanster om 0, kan man
konstatera med en sikerhet pad 95% att andelen av forskarna som
regelbundet anvander R ar storre inom population 2 jamfort med
population 1.
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