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Partialbraksuppdelning

Partialbraksuppdelning

Nar det galler att hantera genererande funktioner ar det ofta

betydligt enklare att addera an att multiplicera tva sddana. Darfor
ar partialbraksuppdelning (att skriva om ett brdk med en produkt i
namnaren till en summa med enklare namnare) ett viktigt verktyg:

Skriv —2%tL___ som en summa av enklare br3k.

(x—4) (x+2)

O v A ’ ‘A‘ & A
o Joluspern nal—aftt | ———— = -
pe (x -4 (¢+2) -4 | X%z ’ 2

° Zx +1 =yt R - Lyt ——E.) A
(x-4)06c+2) ‘—G‘"‘ X-4 X4z ¢ h¢ z l+;-_

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSG810

Forelasning12 sidan 1



Partialbraksuppdelning

Partialbrdksuppdelning

@ Vi fokusserar pa namnaren.

@ For varje linjarfaktor staller vi upp en summand.

)
I R S S |
. (e F) 3) (¢-9) X +3F * x-3 * x-5 (A'@'C < R>

@ For hogre potenser av linjarfaktorer: en summand for varje

potens. \ _ A L8

bec v G ®-2*  &2) &+D
o For faktorer av grad tva ska det std Ax + B i taljaren.

L A+ c

C.ex ¥%+\) (¢-2) O * X-2.

@ For hogre potenser av kvadratiska faktorer: en summand for
varje potens.
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Rekursioner

Rekursionsekvationer

Genererande funktionen till en talfoljd (ax)ken, ges av

g(x) = Z ak xk.
k=0

Genererande funktioner kan ocksa med fordel anvandas for att 16sa
rekursiva ekvationer. For att illustrera metoden, |t oss kika pd ett

exempel: ‘a, = %./;{*_q.'oo: g
ag = 89 +9- 10 = 162
Lat (ak)ken, vara en talféljd som uppfyller féljande ekvationer - o, = 8162 +9- 10722116

ap=a; =0och a1 =8a,+9- 1051 for k > 1. Vi vill garna
hitta en explicit formel for a, och kan goéra det med hjalp av
verktyget genererande funktion.
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Rekursioner

Exempel

Forst gangrar vi bada sidor av rekursionen med x**1 och sedan
adderar ihop alla ekvationer, vilket ger

o0 o0 o0
Z ak+1x =5 Z akkarl +9 Z il
‘,,Lk:r——/ k=1 k=1

_ 2
)’M 2ea,= 0 8xz ax® + 9x Z 10x
6<) A« Ap= l"Dx

D3 ag = a; = 0 blir det omedelbart en rekursionsekvation for den
genererande funktionen f(x) = S27° o axx*:

0x2

f(X) — e f(X) + m
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Rekursioner

Loser man ut f fas f(x) = %

Partialbraksuppdelning i | form av =00y = 1—A + 1_30
leder till ="', 6= ( X)( ) = o - ___llfx
l-'lox - &
Wi ue | f (o )(L n l
e = X

(fa mmcua{ Giek 1xl)

Anvander vi vara kunskaper om geometriska summor ser vi att

f(x) =Y axk =0x? -4 85xk + 5% 10%xk
k=0 k=0

En enkel jamforelse av koefficienter ger ay = 45 - 10k-2 — 36 - 8k—2
He) e
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Rekursioner

Nu undrar du kanske vad det skulle ha for tillampning. Men det

finns faktiskt situationer “i verkligheten” dar sadana rekursioner

dyker upp. Skulle man t.ex. ndgon gang fundera 6ver hur manga
(positiva) heltal som bestar av (exakt) k siffror och ett udda antal
nollor, férs man till en rekursion:

Lat a, sta for antalet positiva heltal med k siffror utav vilka ett

udda antal ar nollor.

Ur observationen att det totalt finns 10° positiva heltal med upp

till k siffror foljer att det finns 10“=10“"= 4.10%" positiva heltal

med exakt k siffror.

Funderar man over vad som aterstar nar sista siffran stryks i ett tal

med k + 1 siffror och ett udda antal nollor, s& ar det antingen ett

tal med k siffror och ett udda antal nollor (om sista siffran var 1-9)

eller ett jamnt antal nollor (om sista siffran var en 0:a).

Detta leder till rekursionen ax11 = 1-a, + \- ('-‘t~|o°‘"——ak) = Lo, %10
Tillsammans med a; = 0 landar vi i exemplet ovan. "# . siffor oct Jout 4 wollor

le—(
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Rekursioner

Fibonacci talen

Exempel

E
En mycket kand talfoljd ar Fibonacci talen som uppfyller Fp = 0, “)“e'”o
Fi=1samt F, = F,_1 + F,—2 for n > 2. Samma strategi som =0,1,1,2,35873, ..

ovan ger en rekursion for den genererande funktionen

f(x) =202 Fnx™

ZFX —XZF,—, 1x" l—i—xzan ox"

L/\(ffx—f(x) B% plx)

n=o

n
alltsd f(x) — x = (x + x? f(xf vilket leder till

7)) = 1_:7_)@ (for |« tillrackligt litet).
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Rekursioner

Fibonacci talen

Exempel
Nollstallen till namnaren ges av x; 2 = %‘/ﬁ Med
e —1+2‘/§ och ¢ =-x3 = —1_2‘/5 foljer

~(x + @)(x + 1) =1 — x — x2. Dessutom galler o) = —1, vilket
medfor % — —1) samt % = —¢ (rakna sjalv!)
Partialbrakuppdelningen leder till

X B X X (1/\/5 N ‘1/\/5)

1-x—x2  pY(x+@)(x+9) @ \x+v x+9
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Rekursioner

Fibonacci talen

Vi har kommit fram till

f(x) = ’;ann = % (Z({)X)" I Z(@bx)n)'

=1 n=1

En enkel koefficentjamforelse levererar F,, = E'QHJ_—;”" for allan > 1.

Anmarkning:

° = 1+T‘/§ = 1.618... kallas det gyllene snittet (for en
annan anledning).

N

e D3 ¢ <1 < ¢ galler for stora n: F, = %
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Exponentiella genererande funktioner

Definition

For en talféljd (an)nen, definerar vi den exponentiella
genererande funktionen (eng. exponential generating function)

som
oo Xn
g(x) = Z an I
n=0

Den har i allmanhet en storre sa kallad konvergensradie an den
vanliga genererande funktionen.

Hur manga strangar pa fyra bokstaver kan bildas ur alfabetet
{a, b, c,d} om det ska vara ett jamnt antal a, hogst tre b och ett
udda antal ¢?
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Exponentiella genererande funktioner

Exempel

Som forr kan vi bilda den vanliga genererande funktionen

f(x) = (1+x*+xH(1+x+x%2+x3)(x +x3) (1 4+ x+x%+x3 +x%)
= x +2x% 4+ 5x3 4+ 8x* +12x% 4+ ... och dra slutsatsen att

det finns 8 (= koeff. av x4) stycken val nar det galler symbolerna:

aabc, aacd, bbbc, bbcd, becee, bedd, cced, cddd.

Beroende pa valet finns det dock olika manga satt att ordna dem,

tex. (%) = 1i5; = 4 for cddd och (,1,) = sy = 12 for aabc.

Ett satt att flata ihop bade sammansattning och ordning ar att
betrakta de eﬁpon?ntiella genezrerar;de funk;cionerna ist.égllet:3 )
g(x) = (1+5+ 3 )1 +x+5+5)(x+ 31 +x+ 355+ 55+ 57)-

D3 bidrar aabc till termen av fjarde potens i g(x) namligen med
2 4

W 3
£.x-x= (211) 7 och cddd med x - % = (1‘}3) =

Koefficienten a4 framfor 77 i g(x) ar % - 41 = 64, som ar svaret pa
var fraga ovan.
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Exponentiella genererande funktioner

Symbolstrangar

Antag att det finns n olika symboler. Ldt M; C N vara mangden
av tillitna antal som symbol nummer i far forekomma, 1 < i < n.

. K
Lat gi(x) = Y kem; %1 och

00 ok
g(x) =&1(x) - &(x) .. &n(x) =1 > aTy-
k=0 ’

D3 anger koefficienten aj antalet strangar av langd k som
innehdller k; € M; symboler av typ i (k = ki + ko + ...+ kp).

Bevis: ?musmnm%dmu qu Woeff. oy ¥ L 90)  son

=L}
kel i} _/_ Ao f(u h)emo l,eM,, .l eM, k1++
> ow Wl =0 T B ol Al St aﬂ'vubaksyww‘v WW“T‘”‘"‘

el %, N e, ke el
et Anz k b+ Al eshlchouwenaa, ocks (lo1 e )i= ‘mﬂd o'u‘l:r
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Exponentiella genererande funktioner

Vanliga exponentiella genererande funktioner

Q a, =1 foralla k € Ng ger e* = Z%:1+X+§—T+--.
k=0
o0 k 2
Q@ ax=ckfor c € R ger e = Z%L:l+cx+%L+
k=0 '

o0
tex. e X = > =X
k=
© a, =1 for jamna k och ay = 0 for udda k ger
eX X2 X4

cosh(x) = 2 = —1—1—5—1———1—...

Q a, =0 for jamna k och ay = 1 for udda k ger

sinh(x) =

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSG810

Forelasning12 sidan 7



