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Momentgenererande funktioner

Momentgenererande funktion

Som bekant ges momenten till en s.v. X som

S xK.P(X =x), om X ar diskret,

B(xk) = {90

[ xk. fx(x) dx, om X ar kontinuerlig.

Den motsvarande momentgenererande funktlonen (m.g.f.) ar
definerad som mx(t) = E[eX]= Z’ (‘"O N Z’ )t = gl I de epmenticl

vy Y- fallhonen G
Sats (jfr. forelasning 2) L+l ide..
a= EXY), uel,

L4t X vara en slumpvariabel for vilken E[e™X] existerar for t
tillrackligt nara O.
dkmx(f)

g — E[XX].

t=0

D3 giller  m{)(0) =
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@ | forelasning 2 har vi hittat att X ~ Bin(n, p) har den
momentgenererande funktionen mx(t) = (q + pe)", dar
g=1—p, teR. Med

m’x(t) = npe'(q + pe')" ! och

mx(t) = n(n — 1)p?e*(q + pe')"~2 + npe'(q + pe’)" !

folier EX = my(0) = n-p och
E(X?) = my(0) = nl-¢* +np samt
Var(X) = E(X2) — (EX)? = w2 np +up = Gl =np(1p) .
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Momentgenererande funktioner

e For Z o Ni(0.10 3k gt mz () —exp (Z—Z)

o0

22
mz(t) = E(e?) = / S

—0o0

varide brle o0
y:z_t t T . T
Ly = d2 :ezzzfﬁe_%dy:ezﬁ*-
s 7 )
= P(2c R)= |
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Verktygslada (1)

Sats (karakteriserande)

Lat X och Y vara tva slumpvariabler med m.g.f. mx(t) resp.
my(t). Om det géller mx(t) = my(t) for alla t i ett ppet
intervall som innehaller t = 0, sa har X och Y samma fordelning.

Bevis: utanfor kursens rackvidd

Sats (linjar transformation)

Om X har m.g.f. mx(t) och Y = aX + b for nagra a,b € R, s3
giller my(t) = ePt myx(at).

Bevis: my(t) = E (et(ax+b)) = £ (cﬂ’ . e(ab)sr)

= e&‘ E(e(l“)x) = et w (o). Q.
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Momentgenererande funktioner

Exempel

For X ~ N(u,02) ar Y = % ~ N(0,1) (jfr. forelasning 3).
Med X =oY + u, my(t) = exp (t—;) och ovanstdende sats foljer

mx(t) = exp (,u,t + @)

Anmérkning: Man kan istallet berdkna m.g.f. mx(t) till allman
X ~ N (p,0?) och anvanda bada satser ovan till ett enkelt bevis
avY = % ~ N(0,1) (vilket vi harledde pa annan vag).
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Verktygslada (2)

Sats (summa blir produkt)

Lt X och Y vara tva slumpvariabler med m.g.f. mx(t) resp.
my(t). Om X och Y ar oberoende, si giller

mxty(t) = mx(t) - my(t).

“Bevis"”: Det enda som behover verifieras ar att exp(tX) och
exp(tY’) ar oberoende ifall X och Y ar det (lite tekniskt).
Sedan foljer omedelbart:

mx 1y (t) = E(e X)) = E(eX - etY)

= E(e™) - E(etY) = mx(t) - my(t).
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Momentgenererande funktioner

Fordelningsfamiljer (1)

Proposition

Om X1 ~ N (u1,02) och Xo ~ N(p2,03) ar oberoende, s3 ar
X1+ Xo NN(,LLl—l—,{Lz,U%—FU%).

Bevis: Enligt satsen ovan ar

Mx,+x, (1) = mx, (1) - mx,(t) = exp (ﬁfqt 4 (oat” ) exp (u £ 4 (o2tf )

2

vilket ar allt som behover visas (enligt karakteriserande satsen
ovan).
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Fordelningsfamiljer (2)

Proposition

Om Xi ~ Poiss(A1) och Xo ~ Poiss(\2) ar oberoende, s3 ar
X1+ X ~ POiSS()\l I )\2).

Bevis: Poissonfordelningen med parameter A har m.g.f. e*(e"—1)
(jfr. forelasning 4). Enligt satsen ovan ar da

My, (t) = mx, (£) - mx, (t) = exp (Az(ef — 1)) - exp ZAQ(ef —1))
= exp (M1 + A2)(e" — 1)),

vilket ar allt som behover visas.

Anmarkning: Pa exakt samma satt, med m.g.f. m(t) =
till (e, 8), kan man visa att X; + X5 ~ (a1 + a2, 5)
oberoende X; ~ (a1, 3) och Xo ~ (a2, ).

(1—-pe)
.I.'
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Chebyshevs olikhet

Vantevardet ar monotont

For (antingen diskreta eller kontinuerliga) slumpvariabler X, Y med
X<YgilerEXLZEY.

Bevis: E(Y — X) > 0 foljer direkt ur vantevardets definition, med
monotonin av summa/integral. Det racker faktiskt att
P(X < Y) =1 (vilket ar lite svagare an X < Y).

Exempel

X ~ Geom(p), Y ~NB(r,p)forreN, pe (0,1) = EXSEY.
Vi har redan kunskap om vantevarden och vet att denna olikhet
galler. Dock foljer det har utan att ens berdkna ett vantevarde.
Om X raknar antalet forsok till forsta succée och Y antalet forsok
till succée nummer r > 1 i samma foljd av oberoende
Ber(p)-experiment, sa géller X < Y och lemmat kan anvéndas.

-
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Chebyshevs olikhet

L3t € > 0 och X vara en s.v. med vantevarde E X = . samt
varians Var(X) = 0. D3 géller

Var(X)

P(IX —pul =€) < =

2
e, om | X —u|l>e, z
X—ulze, Cplt= Y

Bevis: Lat Y :=
annars.

; i _EY _ wrlx)
EY = o Mixzpl<e) + € fieplze) = Wix-plze) = <7 = ===

EY £ E (l)(“f*lz) = E(O(* EX')Z> = VQI(X) o

Anmdrkning: Man kan valja ¢ = ko och far da
P(|X — p| > ko) < ;12 for godtyckligt k > 0 istéllet.
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Stora talens lag

Stora talens lag (STL)

L3t X1, X5, ..., X, vara oberoende slumpvariabler som har samma
vantevirde E X; = pu och varians Var(X;) = 02, dar1 <i<n
(t.ex. ett stickprov ur samma férdelning).

Fér S, = >_"_1 X; och godtyckligt € > 0 géller d3

P(
Bevis: Lat Y := 22, D3 giller EY = p och (X; oberoende)
Var(Y) = ,—115 Var(Sy) = ”—: Med Chebyshevs olikhet foljer

P(

Sn

n

;L’2€)—>0 med n — oo.

n_

2
20 ,u}Ze)S;"z;%O med n — oo.
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Anmdrkning: Beviset av STL ger oss t.o.m. en konvergenshastighet
(svanssannolikheten avtar minst ~ %) vilken i manga situationer
dock &r langt ifrdn den verkliga hastigheten (som ofta ar ~ Elg)

Exempel

Lat (X,)en vara en foljd av oberoende tarningskast (symmetrisk
tarning med 6 sidor). Lat A = {3,4,5,6} vara handelsen att
tarningen visar minst 3 6gon. Visa att den relativa frekvensen
(eng. relative frequency), dvs. antalet ganger A intradde bland de
forsta n forsok, delat pa n, ligger nara p := P(A) for stora n.

v

1, Xn € A, n
Lat Y, = { -oom =,0¢) ochS,= > YiforneN.
0, annars. A i=1

Da ar % den relativa frekvensen och E (%) =EYi=p= % samt
Var(Y1) = p(1 —p) = %. Enligt STL galler for godtyckligt £ > 0:

2 -
POS-pl2e) = a0 — 0 W wow,
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