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Diskret Stokastisk Variabel

Binomialfordelning

@ n repetitioner av samma Bernoulli-experiment (n fast).
(utfallet av varje Bernoulli-experiment ar antingen “succé”
eller “misslyckande”.)

@ Repetitionerna ar identiska och oberoende, dvs. sannolikheten
av succé ar alla ganger samma (man skriver p for denna)

@ X raknar antalet lyckade forsok bland alla n experiment. X
antar da ett slumpvarde i mangden {0,..., n}.

Motsvarande sannolikhetsfunktion ar

\?(}(‘:’ll.)=f(k) e (Z)(l . p)n—kpk
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Negativ Binomialfordelning

@ Samma uppsattning med en foljd av oberoende, identiska
Bernoulli-experiment.

@ Dock kér man nu inte ett forbestamt antal repetitioner, utan
tills man har fatt succé nummer r (dar r € N ar givet).

@ Slumpvariablen X rdknar nu antalet férsok som behovs
inklusive sista i vilket succé nummer r intrader.

@ Observera att specialfallet r = 1 motsvarar den geometriska
fordelningen Geom(p).
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Diskret Stokastisk Variabel

@ Sannolikhetsfunktionen till den negativa binomialférdelningen

ges av
f(k) = (f: ;) (1-p)<"p

forr=1,2,3,... samt k=r,r+1,r+2,..., och 0 annars.
p € (0,1) och r € N ar fordelningens parametrar.

@ Observationen att X, som ar negativ binomialférdelad med
parametrar r och p, ar en summa av r oberoende geometrisk

fordelade slumpvariabler ger oss direkt vantevardet E[X] = 5
och variansen Var[X] = ;q X_ X 4 ¥yt )(".

@ Momentgenererande funktionen till X ges av
Y B(rjp)\

(et ohwrotude Geom(p)
p— u,‘\'CU’ -
()= ety K:MM?E Sucl‘:@%;\ v

dar som vanligt g=1—p
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Diskret Stokastisk Variabel

Vi rullar en symmetrisk tarning. Repetitionerna ar identiska och
oberoende.

@ Vad ar sannolikheten att vi far den forsta 6:an pa tredje
forsok?

@ Vad ar sannolikheten att vi far den tredje 6:an pa sjunde
forsok?

© Vad ar vantevardet och variansen av antalet forsok som
behovs for att ha fatt en 6:a for tredje gangen?
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Exempel (Losning)
o )CI atallet farsole Hll f;r&\‘c\ bia. & &m(%)-ﬁw
= Rx=3) = (F3) () = 5 x ol
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C)s\!?. \%\olemQ. u.J.A PW (':_3} P=%)

= pey=?= (5) (=) 6F & oomus
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Hypergeometrisk fordelning

@ Vi drar n objekt ur en mangd med N > n objekt utan
aterlaggning.

@ Det finns en sarskild egenskap som r < N utav dessa objekt
har (och resterande N — r inte har).

@ Lat slumpvariabeln X rakna antalet objekt (bland de n
dragna) som har egenskapen.

OBS: Skillnaden mellan hypergeometrisk och binomialférdelning ar
att vi har inte lagger tillbaka det som drogs och pa sa satt olika
ronder varken ar identiska eller oberoende.
Tex, e uma wed bk N bellas,  roda eclh N-r sussta
Vo dras wsN) Stydn ode Gog@ dew brednd usman, inte Al ales .
K olonas audlek roda bdlas i dirog.
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Diskret Stokastisk Variabel

@ Sannolikhetsfunktionen till den hypergeometriska fordelningen
ges av
(i) (h—)
N
(n)
for max[0, n — (N — r)] < k < min(n, r), och 0 annars.
N, r och n ar fordelningens parametrar.

f(K) =

@ En lite mdédosam berakning ger att X som ar hypergeometrisk
fordelad har vantevarde E[X] = 7 och varians

VarlX] = n (%) (%) (¥4=2) = T
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Exempel

Man har testat en grupp med 20 personer pd SARS-CoV-2, och 5
utav dem hade ett positivt testresultat. Lat oss slumpmassigt valja
ut 6 personer ur gruppen och X rakna antalet bland de utvalda
som har viruset.

© Bestam sannolikhetsfunktionen till X.
@ Berdkna vantevarde E[X] och varians Var[X].

© Berdkna sannolikheten att maximalt en person av de
utplockade har sjukdomen.
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Exempel (Losning)
Q ¢ l«werbcm\‘fifk YBPMQAA waed parmumehyns N=20 r=§ ock
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Poisson fordelning

@ Poisson fordelningen ar en diskret sannolikhetsfordelning som
raknar antalet handelser som intraffar, oberoende av varandra,
inom ett givet tidsintervall, nar det genomsnittliga antalet per
tidsperiod ar kant.

@ Sannolikhetsfunktionen till Poisson fordelningen ar

lon,
i —e—)\/\k i 3)(
( )_ kl e‘gga

for k =0,1,2,... (och fast A > 0). A ar fordelningens
parameter (som ocksa kallas intensitet) och motsvarar det
genomsnittliga antalet handelser per tidsenhet. Man skriver
kort X ~ Poiss(\).
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e For X ~ Poiss(A) ar E[X] = Var[X] = \.
@ Momentgenererande funktionen till X ar

mx(t) _ e)\(ef_l)

@ Om Xj ~ Poiss(A1) och Xy ~ Poiss(\2) ar oberoende, sa ar
X1+ Xo ~ POiSS(/\]_ + )\2).

Ft;rol&w,\a; Mm« e fabell T (5.692) t bolesan .
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Exempel

Lat X vara antalet tryckfel pd en boksida med i genomsnitt 3 fel
per sida. Antag att tryckfel hander oberoende av varandra.
@ Berdkna sannolikheten att en slumpmassigt utvald sida
innehaller minst ett tryckfel.
@ Vad ar sannolikheten att tre slumpmassigt utvalda sidor
innehaller fler an 8 tryckfel?
LAt X v antdik Jm/[,u,w\ p& e Sunpue. whdd Lo‘LSfAA/
K gllar X~ Poiss(B) | dus. goismnfondelat el pasuwels A=3 ock

M fxs)= |- = 1m€® S = bl a ogs

o!

D Y adaled tyddd g2 3 sidet ~ v~ forss (9)
\PC\(>8) = \’\?(\(é ?)) 2~ 1-0.393 = O.4o%}
febell T
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Gamma fordelning

e Gamma funktion: () = [y° z* te ?dz.
o F(1)=1,M(a) = (a—1)(a—1). = T )T lu-) = =) !

@ Slumpvariabeln X med tathetsfunktion fr we .
Fx) = raex® e, x>0
(o) ’ ’

dar > 0 och a > 0, sags vara gamma fordelad med
parametrar « och (.

@ Om X ar gamma fordelad med parametrar o och 3, sa ar
mx(t) = (1 — Bt)~“ den momentgenererande funktionen och
ger E[X] = aff samt Var[X] = a2
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Exponentialfordelning

@ Specialfallet av en gamma foérdelning med parameter o = 1
kallas exponentialfordelning.

@ Motsvarande tathetsfunktion ges da av

il ,
Flx)= ae_x/“j x >0,
eller ekvivalent (och mer standard) f(x) = Ae ™, dar
A =% > 0. Man skriver X ~ Exp()).
o E[X] = % och Var[X] = 1.
@ Fordelningsfunktionen till exponentialférdelningen ar
F)=1—eM, = PCsx)= |-F&)= e

. - . . ~9 G+t)
EXP. RBMMB& ax WW\MAC,SLOS: [P(x—?_ 5‘\"{'. \[23) = %__9—‘5— - e——o\f= \P()(Et)
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y>-fordelning

e En slumpvariabel X kallas y?-férdelad med ~ frihetsgrader
(v € N) om den har en gamma férdelning med parametrar
f=2ocha=3.

o [E[X] =~ och Var[X] = 2.

@ Tabell IV pa s.695-696 ger numeriska varden av
fordelningsfunktionen till y2-fordelningen med olika
frinetsgrader. Observera dock att den ar lite annorlunda da
sannolikheter star i huvudraden (inte som i de andra tabeller i

boken dar de star i sjalva tabellen).

@ Det som gor fordelningen ganska viktig i praktiken ar foljande:
Om Xi,..., X, ar oberoende standard normalférdelade
slumpvariabler, s3 har X2 + -+ - + X2 en y?-férdelning med n
frihetsgrader.
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Det finns en intressant koppling mellan Poisson och
exponentialfordelning: Om man har en sdkallad Poisson process
(som registrerar och raknar, t.ex. pa tidslinjen, alla handelser som
sker i ett Poisson experiment - och antalet handelser inom en given
tidsenhet ar da Poiss(\) fordelat), sa ar vantetiden mellan
handelser exponentialférdelad med parameter \:

Sats

Given en Poisson process med intensitet \ (alltsd dar antalet
héndelser per tidsenhet ar Poiss(\) fordelat), 15t W beteckna
vantetiden tills forsta handelsen intraffar. Da ar W
exponentialférdelad med parameter . SN

»

Cllisz, ExpCa) v woladion
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Exempel

Lat oss anta att antalet studenter som besoker kurshemsidan kan
beskrivas som en Poisson process med genomsnittligt 30 studenter
per timme. Om man gar in i hemsidans statistik nu, vad ar
sannolikheten att det drojer minst 4 minuter tills nasta student
okar antalet besokare?
Lt X vam owdalk besolaare por wimak | AR galler X~ Poiss (0.5),
st Poison fordslit vl paramcter A - 3@‘% =05 Cilewsibet, per weik)
Ro:\kmc processen stun talunns  avdalek Gesolarc (pa h‘Ash'Jw) o
M e Poissow - process utd wieanlet 0.6,
Enligt sadsen ovmn ar  uamtebidew W pa Pocsta boandolsen (ells wista
o e Qi Tdpwadck: wiwnesloshat L) expentiad fordelad wed pammcetes
A=z . = P(W=%) = €T% - & o155,
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Vi har lart kanna foljande fordelningar:

Diskreta fordelningar:

geometrisk, Geom(p)

binomial, Bin(n, p)

negativ binomial, NB(r, p)
hypergeometrisk, med parametrar (N, r; n)
Poisson, Poiss(\)

Kontinuerliga fordelningar

©O00O0O0

normal, N'(u,o?)
gamma, [(a, B)
exponential, Exp(\)

© 000

x?, med ~ frihetsgrader
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