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Markovkedjor
Exempel

Lat oss for enkelhetens skull anta att vadret i Géteborg kan
beskrivas som ett av tre tillstand: soligt, molnigt, nederbord.
L3t oss vidare anta att vadret imorgon bara beror pa vadret idag:
Om det regnar/sndar ar sannolikheten 0.5 att det ocksa gor det
dagen efter, 0.3 for moln och 0.2 for sol. Vid fint vader ar
sannolikheterna for sol/moln/nederbord dagen darpa 0.2, 0.8 resp.
0. Efter en molnig dag utan nederbdrd ar vadret soligt med
sannolikhet 0.1, molnigt med slh 0.6 och medfér nederbord med slh
0.3. Dessa overgangssannolikheter kan representeras i en matris:
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En sddan minneslds process kallas en (andlig) Markovkedja (MK).
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Markovkedjor

Markovkedjor

e Given mangd av tillstand (eng. states) S := {s1,--- ,s/}.

e Varje tidssteg: overgang (eng. transition) fran ett tillstand till
ett annat (som far vara samma)

@ Sannolikheten for att dvergd fran tillstand s; till tillstdnd s;
betecknas p;; och ar lika med den betingande sannolikheten
for att vara i tillstdnd s;, givet att man var i s; steget innan.

e pjj kallas 6vergangssannolikhet (eng. transition probability),
och matrisen P = (pjj)ijes kallas 6vergangsmatrisen (eng.
transition matrix).
@ For overgangsmatrisen galler
Q 0<p;<1forallal<i,j<r.
(2] i pij = 1, dvs. alla rader summerar sig till 1. (dus. P ar MASJCOVMH‘L')

Jj=1
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@ L3t oss skriva X(" for tillstdndet vi befinner oss i vid tid n,

darn€ No={0,1,2,...} och [p, =P D[ X 5) 4o alla wenp,

le L)J <
u( ) (fx(n)(sl), e fX(n)(Sr))
for vektorn som motsvarar sannolikhetsfunktionen till X("),
dvs. uj(.") = fym(s)) = P(X(" = s;) ar sannolikheten att vi
befinner oss i tillstdnd s; vid tid n. )
P >
e D3 galler u(™) = (" p: o0 \)(( o)
+1 futl) ) p
En ) P(x(n—i—l]_s) Z“( X‘-s> Z

= E“u P "(m'?). r leicc = uw):uwk’
L

och mer allmant u(™m) = y(M) pm f5 n,m € Np.

@ Elementet av matrisen P" i rad i/ och kolumn j betecknas med

(n)

pjj och ar sannolikheten att vara i tiIIsténd sj efter n steg,
givet att man borjat fran tillstand s;. W P (O=g) = sl ledjor \ooqas N

o Vektorn u® brukar kallas startvektor eller startfordelmng. u“’“‘“{
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Irreducibla/reguljara Markovkedjor

En Markovkedja kallas irreducibe! om det ar mojligt att ga ifrén
varje tillstand till alla andra (mojligtvis i flera steg). Markovkedjan
kallas regulijar (eng. regular) om det existerar n € N s3 att alla
element av matrisen P" ar storre an 0.

Uppenbarligen ar en reguljar MK irreducibel, dock ar den omvanda
implikationen fel i allmanhet! Markovkedjan i inledande exemplet
ar reguljar eftersom redan

|
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—
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Markovkedjor

@ Om P ar overgangsmatrisen till en reguljar Markovkedja, sa
galler det att P" — I (for n — oc), dar gransvardet ser ut

som 08S: Dokt bebydas off
m T2 ... Ty - ) \ )_ ()
T T ... T \F.,(,,Z( =5;,\X(o=$; - fLJ
n=|" 7 =R
m w2 ... T, ausett st Hlsnd 3.’) .
for nagon sannolikhetsvektor 7 = (1, 2, ..., 7, ), som kallas

gransfordelning. 7; motsvarar da sannolikheten att vara i
tillstand s; efter manga tidssteg (oavsett startfordelningen!).

lolawd  ffuins dok em So kallad  Shabsuar ((Brmw\,:) , dus e
satolilleets veltkor M1 son wppdylles = WP, )
Yoo smmctnfolles bk Griilocdelimicge. for en wepdjas HIC
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Absorberande Markovkedjor

o Ett tillstdnd s; kallas absorberande (eng. absorbing), om det
ar omojligt att lamna det, dvs. p; = 1.

@ En Markovkedja kallas absorberande om den har minst ett
absorberande tillstand och det ar mojligt att overga fran varje
tillstand till ett absorberande tillstand (i ett eller flera steg).

o Ett tillstand som inte ar absorberande i en absorberande
Markovkedja kallas transient.

@ Exempel:

P =

/a
e o hkanzvuis b
5, otk €4 “"WL’UWW‘ hll stzd
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Markovkedjor

@ Overgangsmatrisen till en absorberande Markovkedja med a
absorberande och t(= r — a) transienta tillstdnd kan skrivas
som \ 1.,_t:-k+l‘,t+a\

QR
& )

dar vi har numrerat tillstanden s3 att de absorberande
tillstanden ligger sist. I, ar identitetsmatrisen (av dimension
ax a), 0 ar en matris med bara nollor, Q ar en t X t-matris
och R ar en t x a nollskild matris. Denna form kallas
kanonisk form (eng. canonical form).

e P"= (% f) dar % ar en t X a matris.

@ Q" innehaller n-steg Overgangssannolikheter fran transienta
tillstand till transienta tiIIsténd:( .
For leiy<t: POCY s 1x@=5) = P; -(@").

T. Vilkas Matematisk statistik & diskret matematik, MVE051/MSGB810

Foreldsning6 sidan 4



Markovkedjor

Antag att vi har en absorberande Markovkedja med
overgangsmatris P = (Q R)

0 /.

QOavsett startférdelning ar sannolikheten att en absorberande
Markovkedja till slut landar i ett absorberande tillstand lika med 1,
dvs. Q" — 0 ndr n — oc.

Bevis: D& Ml ar abssrbersads fums &k Joc alla dvasioda fillslond s, (1ci<t)

M absorberande Kl stand stﬂ(ls')sm\) ocky w; Sa otk ?(::x) lf(x(m-.):g _|)((a>;5.‘)>o

Do ek ke hase Wt absdvertcde hillstiond &5 PEL; vemeotond iixande ©ae
LO\'E w e —M««,\({‘M |<c<'ﬁ3 od«\ P bw{rkﬂ") , )<(<'€3 20
> P(X €£s\,~sﬁsl%’-s) Ze < p ) fe alla \<L<Jc

2@ ) = dl. ok we malam}mA ok lf()l‘ ) e —sl> (l—p)
dbmsﬁﬁw*w\ﬂﬂ waw. awlrgouds e "->o Goli—voo O
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Markovkedjor

Matrisen l; — Q ar inverterbar Pp,\{*a xe RY ot (T -®)% =3
= Z-@‘QZ;=- ‘Q)( —5 9 was W00 ;0us. X Mﬁe\/hmugum
difs& (T-Q) Gvertesbas.
Destuktwn - (It 8) (Trar@+. +@") s TG Mulhglicorn wed @ Q)" i wido

otha n—200 v al (I Q) §I+Q+Q+..
Lat N = (I — Q) . N kallas den fundamentala matrisen. N

='N -ZQ das

k~o

Q= L.

Elementet n;jj av matrisen N ar lika med vantevardet av antalet
ganger kedjan som startar i s; beséker tillstand s;, dar bade s; och
s; ar transienta, innan den blir absorberad.

Bevis: Du. B(r?@=s)=1 ar P(x®=s) = P05 1x%5)= ffg)
u\) F “
L5 Y =12 a0 (bldac g ) D E Y0000

LAWY en VL ok L (¢ pauap for allbd umeuh( taeda
zjr‘“mw L&dmﬂ’ a5 ¢ 3 &&Masmmsf>mmssv)

E(f ) = ! ) = (mg\ a.

ul\j8
\\1
@
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Markovkedjor
Tid till absorption

1

L3t 1= | : | € Rt vara kolonnvektorn med bara ettor.

Sats
Vektorn dy

| ’_‘.

d=]:|: =N
dy
anger den férvantade tiden till absorption i man att d; ar

vantevdrdet av antalet steg kedjan gor, efter start i (det transienta)
tillstandet s;, 1 < j < t, tills den absorberas.

Bevis: Da V\»\XZU Lk forvaukade actadok Vesole LS, (basedt) Kl abstphza
g5 e fpriatade fd oo Fong=(NL) = Ao
J= L

a.
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Markovkedjor
Absorptionssannolikhet

Griansvdrdet av matrisen %, nar n — oo, ar matrisen NR och

dirmed

n 0 NR
P —>(0 !a)

Bevis: | at S vaa &k tansiodn Aldied o absarphione St (leyza)
s, skes wvid B wel e N

-1 + _ w—I - . oo - _
> (g L L @Ry = 2 @r), - Z@ R-MR)
=00C= 5, |X =5, \ucwaw KD
Lot o Sham B:=NR. Aok M\&A\JEZ«M;,

Om man alltsd startar i det transienta tillstandet s;, s3 hamnar
man i det absorberande tillstandet s;; med sannolikhet b;;, dar bj;
ar element (/,/) fran matrisen NR.
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Markovkedjor
Exempel

Lat o 55,5 trasieata
0 12 0 [y2 0\ LRI
12 0 120 0 ,
s Py=Ps=z > °
p=| 0 12 0|0 12 " ,
0 0 0|1 0 Poe = f2Pg =¥ > 0
0 0 0 0 1 N Jq,._‘ ol soiberand

vara 6vergangsmatrisen av en absorberande Markovkedja. Alltsa
t=3,a=2,r=>5samt

0 12 0 12 0
Q=112 0 12 och R=(0 0
0 12 0 0 1/
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Markovkedjor
Exempel

Alltsa
1 -2 0
- Q=|-12 1 -1/
0 -2 1
och
32 1 1)
N=(-Q =1 2 1
12 1 3/

Om man borjar med tillstand s; (transient, forsta rad) ar det
forvantade antalet besok i tillstand sp innan kedjan blir absorberad
(dvs. hamnar i antingen tillstand s; eller s5) lika med 1. (% sfs o)
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Markovkedjor
Exempel

3/2 1 12\ (1 3
Ni=] 1 2 1 Ll=] %
12 1 32/ \1 3

Om man alltsa borjar i tillstdnd si, s eller s3, ar den forvantade
tiden tills absorption 3,4 resp. 3.

32 1 12 12 0 3/a 1/a
g=NR=|1 2 1 0 0 |=]Y2 12
12 1 3/2 0 12 /4 3/4

Om man borjar med tillstdnd s3 ar sannolikheten att bli absorberad

i tillstand s lika med % och for tillstand ss ar det %.
\ \ A\ \ b
3}

Sh ba | Sy 2
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