Inlamningsuppgift 1: Silvias klanning
11 april 2022

Silvia har n olika balklanningar och har svart att bestdmma sig vilken hon vill ha pa sig till
Carl Gustavs fodelsedagskalas. Hon overlater urvalet darfor till foljande slumpexperiment:
Hon tar pa sig forsta klanningen och singlar slant (ett symmetriskt mynt, oberoende for
olika kldnningar/omgangar). Visar den klave ar klanningen klar for nésta omgang, visar
den krona istéallet aker klanningen tillbaka in i garderoben. Efter att hon gjort sa med alla
kldnningar (en efter annan) avslutas forsta omgangen. Sedan upprepar hon detta med alla
kldnningar som &r kvar i urvalet (och inte tillbaka i garderoben) i nésta omgang.

Experimentet avslutas nar alla klanningar &ar tillbaka i garderoben. Om det var exakt en
klanning i sista omgang véljer hon den att ha pa sig pa kalaset. Var det fler d4n en, leder
experimentet tyvarr inte till nagot beslut.

1) Antal kldnningar per omgang — del 1
Medans antalet kldnningar i forsta omgangen ar n, ar det slump i alla féljande omgangar.

(a) Berédkna sannolikheten att nagon specifik kldnning (t.ex. forsta) ar kvar efter omgang i,
dar i € N ar godtyckligt.

(b) Om det nu finns exakt & klinningar kvar efter nagon omgang, pa hur manga olika sétt
kan man valja vilka k£ klanningar som ar kvar?

(c) Berikna sannolikheten att det &r exakt k kldnningar kvar efter omgang nummer i, for
godtyckligt k£ € {0,...,n} och i € N.

2) I varsta fall...

...ar alla n klanningar kvar i nastsista omgang och forsvinner sedan i garderoben allihopa.

(a) Berdkna sannolikheten att forsta klanningen inte ar kvar i omgang i, for godtyckligt
€ N.

(b) Berékna sannolikheten att forsta kldnningen aker in i garderoben i omgang i, dvs. &r
med i omgang ¢ men aker pa en krona sedan och med det tillbaka in i garderoben.

(c) Vad &r sannolikheten av det vérsta scenariot att alla n kldnningar hings tillbaka in i
garderoben i samma omgang?

Ledning: Anvénd del (b) och att slanten singlas i oberoende forsék. Sjdlva hindelsen
som betraktas har kan skrivas som en union over ¢ € N av handelserna att alla klanningar
aker ut i omgang i. Forenkla resultatet sa langt som mojligt.



3) Antal klanningar per omgang — del II

Lat oss halla fast ¢ € N och lat X; beteckna antalet klanningar som ar kvar efter omgang i.

(a) I forsta delen berdknade vi P(X; = k). Motivera vilken fordelning slumpvariabeln X
har. Vilka ar motsvarande parametrar for fordelningen har?

(b) Vad blir vantevirdet E(X;) for godtyckligt ¢ € N da?

(c) Ange en slumpvariabel X (i termer av X;, i € N) som rdknar hur ofta Silvia singlar
slant totalt (Obs: det &r redan n ganger i forsta omgang).

(d) Anvénd del (b) och (c) for att berdkna det forvantade antalet ganger hon singlar slant
i hela experimentet. Forenkla uttrycket sa langt som mojligt.

4) Antalet omgangar

For k € {1,...,n}, lat Y beteckna antalet omgangar kldnning nummer &k provas.

(a) T uppgift 2(b) berdknade vi P(Y; = 4). Vilken fordelning har Y; da (glom inte att
ange motsvarande parameter ocksa)? Skiljer sig fordelningen for olika k7 Ar Yy, ...,Y,,
oberoende slumpvariabler (motiveral)?

(b) Argumentera varfor slumpvariabeln Y = max{Y;,...,Y,} rdknar antalet omgangar som
slumpexperimentet bestar av.

(c¢) Bestam fordelningsfunktionen F' till slumpvariabeln Y, alltsa viarden F(i) = P(Y < 1),
for alla ¢+ € N.

(d) Bestéam sannolikhetsfunktionen f till slumpvariabeln Y.
Ledning: Kom ihag att det galler f(i) = F(i) — F'(i — 1) for diskreta slumpvariabler.

(e) Genom ett enkelt byte av summeringsordningen foljer for en slumpvariabel Y som antar
bara vérden i N (och har sannolikhetsfunktion f samt férdelningsfunktion F):

BY =3 k1) = 2310 = 33 £k) fjmzy ~Y (1-FG-)

k=1 j=1 i=1 k=j j=1

Anvénd denna formel och del (¢) for att ange ett uttryck for det forvantade antalet
omgangar £Y. Berdkna med hjalp av datorn detta varde for n = 2™ och olika m, t.ex.
m=1,2,...,10. Rita varden du kommer fram till mot m = log, n for att kunna dra en
slutsats om hur EY vaxer med n.



