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Sannolikhet och statistik Il

Upprakneliga och andliga utfallsrum

S= {Ul, up, .. }

Exempelvis om vi singlar slant till forsta klaven ar det naturligt att
ha S ={1,2,3,...}.

Antag att p1, po, ... ar sddana att p; > 0 for all j och > 32, p; = 1.
Lt for alla A € P(A),

P(A)= > pi.

itui€A

D3 &r P ett sannolikhetsméatt och P({u;}) = p;.
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Exempel: Slantsingling till forsta klaven, S = {1,2,3,...}. Med en
rattvis slant har man p, = 1/2", dvs

111
Plza’ Pzzzy P3:§,
Vi far exempelvis
P({hogst tre kast kravs}) = B({1,2,3}) = . + ; + % -

Det klassiska sannolikhetsmattet

Hér ar S = {U17u2,...,un} OCh pi = %
D3 blir
antal utfall i A Al |A]
]P) A = = — = —,
(4) totala antalet utfall n |S]

Mycket vanlig situation.
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Exempel. Om man sl&r en tirning tre gdnger, vad dr sannolikheten
att f& exakt en sexa?

S={(x,y,z) : x,y,z€{1,2,3,4,5,6}}. Det giller att
|S| = 6% = 216. Vi scker P(A) for

A={(x,y,z) € S:exakt en av x, y, z ir 6}.

Vihar [A|=1-5-54+5-1-5+5-5-1=75. Alltsa

75 25
A= =22,
A =216~ 72
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Exempel. | en hatt ligger tre kort: rott-rott, rott-svart, svart-svart.
Ett kort dras p& mé&fa och laggs med p3 mafs vald sida upp. Vad ar
sannolikheten att den andra sidan har samma farg?

Kalla korten a, b och c. Vi kan ta
S ={asida 1, asida 2, bsida 1, b sida 2, c sida 1, ¢ sida 2}.
Vi soker P(A) dar
A ={asida 1, a: sida 2, c sida 1, c sida 2}.

Alltsa blir svaret
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Vi behdver kunna rdkna antal element i en mangd.
Kombinatorik

Multiplikationsprincipen: Om man utfor r stycken experiment i
tur och ordning och experimenten kan utfalla pa ny, no, ...
respektive n, sitt, sd ar det totala antalet utfall fér alla experiment
tillsammans

mno...ng.
Exempel. Fodelsedagsproblemet. En skolklass har r elever. Vad &r
sannolikheten att alla har olika fédelsedagar?

S={(a,x2,...,x):Vi:x;€{1,2,...,365}}.

A={(x1,x0,...,x) € S:Vi#j:xi # x;}.
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~ 365-364-363-...-(365—r+1)
B 365"
(Detta &r mindre dn 1/2 d& r > 23.)

P(A)

Detta var ett exempel p3 att: Antalet satt att valja r element ur en
mangd med n element utan &terldggning med hansyn till ordning 3r

!
n(n—1)(n—2)...(n—r+1) = ﬁ —: (n),.
Detta foljer av mutiplikationsprincipen.

Antalet sitt att valja r element ur en mangd av n element utan
aterlaggning utan hiansyn till ordning betecknas

(7)
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Enligt multiplikationsprincipen géller

(n)r = C) rl

(:) - (:l) - r!(nni Nl

Exempel. Att vilja tre kort ur en kortlek kan goras, med hansyn till
ordning, pa

52-51-50 = 132600
satt. Utan hansyn till ordning kan de viljas p&
52 52-51-50
_ 202N 5 .17.25 =221
<3) 123 5 7-25 00
satt.

Antalet satt att valja r element ur en mangd med n element med
aterlaggning och med hansyn till ordning ar forstas n”.
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Antal satt att valja r element med &terlaggning men utan hansyn
till ordning ar lika med antalet ickenegativa heltalsldsningar till
ekvationen

X1+Xo+...+x,=r.

Detta &r antalet sitt att placera ut n — 1 vaggar bland r bollar,

vilket kan ske pa
n—1+r\ (n—1+r
r N n—1

Det sista resultatet ar inte s tillampbart utan mest ett exempel.

satt.
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Betingad sannolikhet och oberoende

Exempel. Tva tarningar sls. Vad ar sannolikheten for tva sexor?
Tarningarna paverkar inte varandra s om A; dr hindelsen att
tarning /i visar sexa (i = 1,2), borde vi ha

P(Al N Ag) = P(A]_)IP(AQ)

Exempel. Vad ar sannolikheten att det regnar b&de den 1 och den 2
augusti i 8&r? L&t R; vara hindelsen att det regnar den J:te augusti.
Eventuell kunskap om att det regnar den 1/8 péverkar i hog grad
hur sannolikhet vi tror att det &r att det regnar den 2/8, dvs

P(Rl N R2) #* P(Rl)P(R2)
utan snarare

P(R1 N Ry) = P(Ry) - sannolikheten fér R, givet att Ry intraffar.

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik 11



Sannolikhet och statistik Il

Definition: For tvad handelser A och B ges sannolikheten for B givet

A av
P(AN B)

P(A)

Definition: Tva hdndelser A och B sags vara oberoende om

P(B|A) =

P(AN B) = P(A)P(B).

Notera att om P(A) > 0 s& ar A och B oberoende om och endast
om P(B|A) = P(B).
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Exempel: SI3 en bla tirning och en gul tirning. L&t
A = {bla taming sexa} = {(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}
B = {gul téming sexa} = {(1,6), (2,6),(3,6), (4,6), (5.6), (6,6)}

C = {summan ir 7} = {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
D = {summan ar 8} = {(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)}

Rimligt modell att anta att alla 36 utfall &r lika sannolika. Vi har da
P(A) =P(B) =P(C) =1/6, P(ANB) = P(ANC) =P(BNC) =1/36

s& A och B ar oberoende och A och C &r oberoende och B och C
ar oberoende. (Men P(AN BN C) =0 s8 det ar inte rimligt att
saga att trippeln A, B, C &r oberoende.)
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Vidare har vi
P(D) =5/36, P(AND) =1/36
vilket ger
R(OIA) = SE O = 18 = 5 2 FD)

s3 A och D ar inte oberoende.
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Proposition: Om A och B ar oberoende, s& ar A och B¢ oberoende.

Beuvis:

P(AN BS) = P(A) — P(AN B)
A) — P(A)P(B)
A)(1-P(B))

A)P(BC).

—_ o~~~

P
P
P
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Proposition: Fixera A och |&t for varje B € P(S),
Q(B) = P(B|A).
D3 ar @ ett sannolikhetsmatt.

Bevis:
(i) Eftersom 0 < P(AN B) < P(A) galler att 0 < “40E) < 1, dvs
0<Q(B)<1.
(i) Q(S) =P(S|A) = BU2) — 1

P(A)
(iii) L&t B1, By, ... vara disjunkta. D3 giller att
Q(UnBp) = P(U,B,|A)
P(Un(AN By))
- A
2 P(AN By)
- EA

= Q(Bn).
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Alltsd ar en betingad sannolikhet verkligen en sannolikhet, s8 att

t.ex.
P(B1\ B2|A) =P(B1|A) — P(B1 N B>|A)
och
P(B; U By|A) = P(By|A) + B(Bs|A) — P(B; N By|A).
0.5.v.

En tankebild dr att genom att betinga p& att A intraffar s3 skar
man bort A€ fran utfallsrummet utan att forandra de inbordes
sannolikheterna av delmangder till A.
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