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Sannolikhet och statistik A4

Exempel: En slant singlas tre ggr. Det blev krona alla tre gangerna.
Vad ska vi tro om sannol att f& klave §7 ML-skattningen blir 0.
Verkar orimligt. Bayesianskt: antag att prior ar likf, dvs fp(t) = 1,
0<t<1.

fox (£]0) = Cfxja(0]t)fy(t) = C(1 — t)*.

(Man ser snabbt att C = 4.) Man kan t.ex. skatta 6 med
vantevardet i posterior, dvs

1
E[0|X = 0] = 4/ t(1—t)3dt = %
0

Man kan man kinna igen fyx(t|0) som en §-fordelning.
Definition: En sv Y sdgs vara S-fordelad med parametrar a > 0 och
b>0om

fr(y)=C 1 1—y)Lo<y<1.

Kortform: Y ~ j3(a, b).
Obs. att 5(1,1) ar likf(0,1).
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Ex. ovan ar specialfall av féljande obs:

Lat 0 ~ S(a, b) och sedan X1, X, ..., X, oberoende och

A, x=1
P(szx):{ 1-0, x=2

L&t ny vara antal k sddana att X, = 1 och ny = n— ny. D& giller
att

faxe. X, (EX1, - xa) = Ct™(L— )2t 11— 1)t
Cta+n171(1 o t)b+n271

0| X1 =x1,...,Xn=xp ar 0~ (a+ ni, b+ ny). Trevligt
lattraknat!
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Om istéllet X ~ Bin(n,0), dyker det bara upp en faktor (:1) i
rakningarna ovan. Den beror inte p& t, s& vi far att

0| X = ny ~ B(a+ n1, b+ np) dven nu.

Generalisering: Vektorn Y = (Y1, Y2,..., Yk_1) sags vara
Dirichletférdelad med parametrar by > 0,b>, > 0,..., bk > 0 om
det for alla y = (y1,...,yk—1) sddana att y; > 0 for alla i och
yk =1— Z,K:EI yi > 0 géller att

fly) = Oyt
Betaférdelningen ar specialfallet n = 2. Vi skriver
Y ~ Dir(bl, PN bK)

Antag att 0 = (01,...,0k_1) ~ Dir(bs, ..., bk) och sedan
X =(Xg,...,Xn oberoende och sadana att P(Xy = j) =0,
i=1,....K.

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik A4



Sannolikhet och statistik A4

b1—1 bx—1
fox(t1, .. tk1lx) = Ct* ..t -t 7t

b1+n1—1 bx+nk—1
tt ot :

Dvs 0|X = x ~ Dir(by + nm, ..., bk + ng).

Detta ar ett exempel pad konjugerande prior. om data X har en viss
fordelning, fxjg, och det dd visar sig att posterior fyx dr av samma
typ som prior fp, sdger man att fy ar en konjugerande prior till fxo.

Vi har allts3 sett att betaférdelningen dr en konjugerande prior till
binomialférdelningen och mer generellt att Dirichletférdelningen ar
konjugerande prior till multinomialférdelningen.
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Exempel: L&t 6 ~ N(0,1) och sedan X ~ N(6,1).

fox (t]x) = Ce 201 . gm2t” = Ce(t-%/2)%,
Dvs 0| X = x ~ N(x/2,1/2). Vi ser att normalférdelningen &r en
konjugerande prior till normalférdelningen med given varians. O

Problem med namnaren. Latent Dirichlet allocation: Lat
0; ~ Dir(al,...,aK), i=1,...,D. Lat ¢; ~ Dir(bl,...,bn),
i=1,...,K. Allt obercende. For allai,j, i=1,...,D,
J=1,...,L &t Z; ~ 0; och sedan Wj; ~ ¢z

Vad &r fz 4 0w /(¥, 0, z|w)? Téljaren i Bayes formel hyfsat enkel,
men namnaren ar

i) = [ [ fwioa 2wl 0.2)7(0.0,2)dvds

Detta dr KPL termer som alla ar integraler i sin tur!

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik A4



Sannolikhet och statistik A4

Gibbs sampling: Bade fz(,, 0,.w, fyj0,z,w och fyy z w &r ldtta (de
tva sistndmnda &r Dirichlet och givet allt annat ar alla Zj;
oberoende med l4tt berdknade fordelningar).
Gor si har:

@ Starta med vilka virden som helst p& v, 0, Z,

© uppdatera Z enligt 1z}, 9,w,

© uppdatera ¢ enligt f9 7z W,

© uppdatera ¢ enligt fy,, 7z v,

© upprepa 2-4.
Detta konvergerar mot den ratta fordelningen. Gor ménga
uppdateringar. (Hur ménga? Intressant forskningsomrade.)
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