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Sannolikhet och statistik sammanfattning

Inneh&llet i denna foreldsning &r en ndgot utokad version av de
detaljerade larandema3len p& Canvas.

o Utfallsrum: mangden av allt som kan hinda vid ett
slumpforsok.

o Utfall: ett element i utfallsrummet.
@ Héandelse: delmingd av utfallsrummet.

Har ska man kunna forstd vad en handelse uttryckt informellt
betyder sedd som delmangd till utfallsrummet.

Exempel. Singla slant tre génger.

S={HHH,HHT ,HTH,HTT, THH, THT, TTH, TTT}. Om A &r
hdndelsen att man far exakt en krona (heads), giller

A= {HTT, THT, TTH}.
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En funktion P : P(S) — R kallas for ett sannolikhetsmatt om
o For alla A giller 0 <P(A) <1,
e P(S) =1,
e Foralla Ay, Az, As, ... sddana att A;NAj =0 for alla i # j,
galler

Nagra enkla féljder av definitionen: For alla A och B géller
o P(0) =0,

P(A°) =1 —P(A),

P(B\ A) = P(B) — P(AN B),

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B),

Om AcC B: P(B\ A) =P(B) — P(A),

Om A C B: P(A) < P(B).
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Kombinatorik:
o Multiplikationsprincipen,

o Antalet sitt att valja k element ur en mingd med n element

med &terldggning och med hansyn till ordning &r n*,

@ utan &terlaggning med hansyn till ordning
n(n—1)---(n—k+1),
@ utan aterldggning utan hansyn till ordning

(D B n(n—l)--/-(!(n—k+1)

Det klassiska sannolikhetsmattet: Om S &r andligt och alla
utfall ar lika sannolika giller

_ A

B(A) = 5]
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Tv& hindelser A och B sags vara oberoende om
P(AN B) =P(A)P(B).

Mer generellt: Tre handelser A1, Ay, A3 sdgs vara oberoende om
P(A; N Aj) = P(A;)P(A;) for alla i # j och om

P(Al NAN A3) = P(Al)P(AQ)P(Ag).

Mest generellt: A, As, ... sdgs vara oberoende om det for alla n
och alla i, o, ..., I, géller att

(1) - Tirw
k=1 k=1
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Betingad sannolikhet: Om P(A) > 0 definierar vi

P(AN B)

P(BIA) = —50ay

Om P(A) > 0 giller att A och B &r oberoende om och endast om
P(B|A) = P(B).

Totala sannolikhetslagen: Om A1, Ao, ..., A, dr en partion av S
och B &r en handelse giller

P(B) =) P(B|A)P(A).
i=1

Bayes formel:

P(BIA)P(A)) _ P(BJA)P(A)

P(A;|B) = P(B) Y P(BIA)P(A)
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En stokastisk variabel ar en funktion X : § — R.
Fordelningfunktionen for X ar funktionen F : R — [0, 1] given av

F(x) =P(X < x).

X ar diskret om den kan anta hogst ett andligt eller upprakneligt
antal olika varden: Vx = {x1,x2,...}.

Om X ar diskret, 13t p(xx) = P(X = xx). D4 kallas p for
frekvensfunktionen till X. | s3 fall géller for alla B C Vx att
P(X € B) = EkZXkEB p(Xk)'

X kallas kontinuerlig om det finns en tathetsfunktion

f:R — [0,00) s&dan att for alla B C R

P(X € B) :/ f(x)dx.

B

| s& fall giller att f(x) = F'(x) ar en tathet.
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Viantevardet for en diskret sv X ges av
E[X] =) xP(X = x).
k=1

Om X &r kontinuerlig definerar vi

E[X] = /00 x f(x)dx.

—00
Viéntevardet dr “medelvardet i det 18nga loppet” eller tyngdpunkten

hos p eller f.
Om X &r positiv och kontinuerlig giller att

E[X] = /000 P(X > x)dx.
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Motsvarande om X &r diskret och Vx C {0,1,2,...} &r
oo oo
EX] =Y P(X>k) =Y P(X>k).
k=0 k=1

Variansen av en stokastisk variabel X med vintevirde u ges av

Var(X) = E[(X — u)?.

Steiners formel:

Var(X) = E[X?] — E[X].

Standardavvikelsen ar Std(X) = /Var(X).
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Om X &r en svoch Y = g(X), bestdm fordelningen for Y genom
att utnytta att

Fy(y) = P(g(X) <)

och om mgjligt 16sa ut X i olikheten i sannolikhetsuttrycket.

OSL: .
Elg(X)] =) g(xi)p(xk)
k=1
eller -
Ble(0] = [ g(9f(x)ax
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En kont sv ar likf(a, b)-férdelad om

1
f(x):—a,a<x<b.
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Diskreta fordelningar:

En sv som antar vérdet 1 da en viss handelse A intréffar och 0
annars kallas for en indikatorvariabel for A. Den skrivs /4. Det géller
att p(1) =1 — p(0) = P(A) =: p. Vi far E[/a] = p och

Var(la) = p(1 — p).

Upprepa forsoket n ggr. L&t A; vara handelsen att A intraffar vid

forsok nummer ;. L&t
n
X=Y la,.
j=1

D& &r X ~ Bin(n, p) och
P(X = k) = <k>pk(1 —p)" K 0<k<n

E[X] = np, Var(X) = np(1 — p).
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Om man upprepar forsoket tills A intraffar for forsta gangen och
later X vara antal forsok som kravdes giller att X ~ Geo(p) och

P(X =k)=p(1—p)t k=1,2,....
Vi far

1 1—p
E[X] = -, Var(X) = .
[X] p (X) 2

Att sdga att X ~ Poi(\) betyder att

Mk
k!’

Uppstar som antalet incidenter av en typ som intraffar p3 ett

sadant satt att nar en incident intraffar inte beror av nar andra
incidenter intraffar.

k=0,1,2,....

E[X] = A, Var(X) = A
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Kontinuerliga férdelningar:
X ~ exp(\) om f(x) = Ae ™™, x > 0. Detta &r ekvivalent med

P(X > x)=e ™, x>0,

Exponentialférdelningen ar den unika fordelningen som uppfyller
glomskegeneskapen att P(X > x + t|X > x) =P(X > t) for alla
x,t > 0. Detta medfor bl.a. att

X1 ~ exp(A1), X2 ~ exp(A2), X1, Xz oberoende
= min(Xy, X2) ~ exp(A1 + \2).

1 1

E[X] = 5, Var(X) = =
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Poissonprocessen:

Om0 <7 <7 <73<...43r slumpmissiga tidpunkter (dd n&gon
sorts impulser intraffar), sddana att tidsmellanrummen

T1,T2 — T1,T3 — T2, ... ar oberoende och exp(\)-fordelade, kallas
{71,72,73,...} for en Poissonprocess med intensitiet \.

Skriv X(s, t) for antalet impulser i (s, t). Det giller att

X(s, t) ~ Poi(A(t — s)). Tack vare glomskeegenskapen ar antalet
impulser i disjunkta tidsintervall oberoende. En konsekvens av detta
ar att

X1 ~ Poi(\1), Xa ~ Poi(A2), X1 och X oberoende
= X1+ X ~ PO/()\l + )\2).

En konsekvens av detta ar att om man har tv3 oberoende
Poissonprocesser med int A\; och A, géller att processen man far
genom att rakna impulserna fr&n dem bada, f&r man en
Poissonprocess med intensitet A1 + Ao, den s.k. sammanvigda
Poissonprocessen.
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Om man i en Poissonprocess med int A bara rdknar impulserna med
sannolikhet p, oberoende for olika impulser, f&r man en uttunnad
Poissonprocess, vars intensitet ar Ap.

Om Ty, Ty, ... r oberoende och exp(\)-fordelade sags
D T~ T(nA).
k=1

Foljd: 7, ~ T'(n, \).
For X ~ [(n, \) giller E[X] = n/)\, Var(X) = n/)\°.

Gammaférdelningen anvandes for att harleda resultat kring
Poissonprocessen, men ingdr i sig bara for TM.

Den allmdnna gammfdrdelningen (bara TM): for o, A > 0 sdger
man att X ~ I'(a, A\) om X har tithet

f(x) = Cx*te ™.
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Normalférdelning: X ~ N(u,0?) om

1 _(x=mw)?
e 22  xeR.

E[X] = pu, Var(X) = 0.

Om Z ~ N(0,1) sdgs Z vara standardnormalfordelad. Det galler
att oZ + p1 ~ N(u,02). Omvint: om X ~ N(u,0?) gller

X—

Fordelningsfunktionen foér Z betecknas @, dvs ®(x) = P(Z < x).
Det foljer att om X ~ N(u,0?) giller

P(ng)—cb(x_“).

g

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik sammanfattning



Sannolikhet och statistik sammanfattning

Av symmetri: ®(—x) = 1 — ®(x). Nagra percentiler
®(1.96) ~ 0.975, ®(2.58) ~ 0.995.

Summan av tvd normalfordelade sv X; och X5 ar normalfordelad.
Om Xj och X5 ocksd ar oberoende ar
X1+ X5 ~ N(Nl + ,UQ,O'% + 0%)

Endast TM: Om Zy, Z», ... dr oberoende och
standardnormalférdelade sdger man att

Y ZE~
k
X ~ x2 = E[X] = n, Var(X) = 2n.

Vi visade att ZZ + Z2 ~ exp(1/2). Det betyder att
X2 =T(n/2,1/2) d& n ar jimnt. Giller dven udda n.
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Bivariata férdelningar: Fordelningsfunktionen for (X, Y)
Flx,y) =P(X <x,Y <y).
(X, Y) ar diskret om Vx x Vy &r dndlig eller uppriknelig.
P(xj, yi) = P(X =X, Y = yi).
Marginalfordelningar

o
px (%) = Zp xj i), Py (i) = Y (x5, yi).
k=1 =1

(X, Y) ar kontinuerlig om det finns en bivariat tithetsfunktion
f : R2 — [0, 00) s&dan att

P((X,Y) € B)://B f(x, y)dx dy

for alla B C R2.
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Om (X, Y) ér kontinuerlig galler att f(x,y) = F,,(x,y) ar en
tathet.

[e.e]

) = [ T Fy)dy, foly) = | feeax

—0o0 —00

Minns att X och Y &r oberoende om
P(X €AY e B)=P(X € A)P(Y € B) for alla A, B C R. Det
giller att
@ (X,Y) diskret: X och Y &r oberoende om och endast om
pP(xj, yk) = px(x;)py (yi) for alla j, k.
e (X,Y) kont: X och Y oberoende om och endast om
f(x,y) = fx(x)fy(y) for alla x, y.
OSL i tva dimensioner:
o (X, Y) diskret: E[g(X, Y)] =3 72, > 5521 (%), i) () yk)-
o (X, Y) kont: E[g(X, V)] = [ [ g{x,y)F(x.y)dxdy.

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik sammanfattning



Sannolikhet och statistik sammanfattning

Exempel p& viktiga tillampningar:

e For alla sv X och Y giller E[X + Y] = E[X] + E[Y].

@ Om X och Y &r oberoende giller E[XY] = E[X]E[Y].
Fran den andra av dessa foljer att om X och Y ar oberoende ar
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

Ett specialfall av dessa rakneregler &r att om X1, X, ... ar
oberoende och alla har v j och varians o2 giller att

0.2

E[X,] = i, Var(X,) = -
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Kovariansen av tva sv:
Cov(X, ¥) = E[(X — ux)(Y — iy )] = E[XY] — E[X]E[Y].

Kovariansen ar bilinjar och en generalisering av varians eftersom
Var(X) = Cov(X, X).

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y).

Korrelationskoefficienten:
Cov(X,Y)

P = Nar(X)Var(Y)

Enligt Schwarz géller att —1 < pxy < 1.
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Betingade fordelningar: For (X, Y) diskret,
Py ix(yk|x) = P(Y = yk|X = x;). For (X, Y) kont definierar man

fyix(ylx) = flg(’:/))-

Né&gra foljder ar varianter av totala sannolikhetslagen:
o Diskret: py(yk) = 3721 Pyx(vk[X)px (X)).

e Kont: fy(y) = ffooo fy1x (v [x) fx (x) dx.
och Bayes formel for tatheter:

fery (xly) = fY|X(Y’X)fX(X)
XY = ([ (£t
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Betingade vantevarden:
o Diskret: E[Y|X = xj] = > ey vkP(Y = yi| X = x;).
e Kont: E[Y|X = x] = f_ooooy fy|X(y]x)dy.
Totala sannolikhetslagen for vantevarden foljer
o Diskret: E[Y] =322, E[Y|X = x]P(X = x;).
e Kont: E[Y] = [ E[Y|X = x]fx(x)dx.
E[Y|X] &r den sv som antar vardet E[Y|X = x] d& X = x. Av OSL
och TSL fojer direkt att

E[E[Y|X]] = E[Y].
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Markovs olikhet: Om X ar en ickenegativ sv giller

< EXT.

P(X > a)

Chebyshevs olikhet: Om X har vintevirde p och varians o2 giller
att

N

g

PIX | > ) < 5.

Stora talens lag: Om Xi, Xo, ... alla har samma véantevarde p och

samma varians 02 < oo, giller for alla € > 0 att

lim P(|X, — pu| >¢€) =0.

n—oo
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CGS: Lat Xy, Xy, ... vara oberoende och likaférdelade sv med v p
och varians 02 < co. Skriv S, = >"7_; Xk. Da géller for alla x € R

att S5

lim ]P’( il < X> = d(x).

n—o00 af
Approximationen ar oftast god for ickeextrema sannolikheter, men
dalig i svansarna. Ju storre n, desto mer extrema sannolikheter

klarar man att approximera. Hur stort n behdver vara for god
approximation beror ocks8 p& hur férdelningen for X, ser ut.

Punktskattningar: Om X = (Xi,...,X,) ar ett stickprov pa en sv
vars fordelning beror av en okind parameter 6 (kan vara
flerdimensionell) och A(X) &r en funktion som anvinds fér att
skatta 0, kallas § fér en punktskattning av 6.

Om E[0] = 6 oavsett vad det sanna virdet pa @ ar, kallas 0 for en
vantevardesriktig punktskattning.
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Om P(|d — 0] > ¢) — 0 da n — oo for alla e > 0, kallas 8
konsistent.

Proposition: Om @ &r vwr och Var(d) — 0 d& n — oo, &r §
konsistent.

Foljd: Om X &r ett stickprov p& en sv X med vv i och varians
02 < 00 & X en vvr och konsistent skattning av .
Stickprovsvariansen

n

2o 1 > (X = X)?

n—1
k=1

ir en vvr skattning av 02 och om E[X*#] < oo &r den ocksa
konsistent.
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ML-principen: Punktskatta 6 genom att vilja det # som maximerar
sannolikheten/tatheten for att fa de data vi faktiskt fick. M.a.o.,
maximera

L(8:x) = ] poxk)
k=1

sedd som funktion av 0. For kont ford L(6;x) = [],_; fo(xk). Flera
exempel. Ekvivalent att maximera ¢(0;x) = In L(0; x).

Konfidensintervall (endimensionella #): Vilj tvé funktioner T;(X)
och T,(X) av data sddana att
P(Ti(X) <0< Tr(X))=1—qu

D3 kallas [T1(x), T2(x)] for ett konfidensintervall av konfidensgrad
1 — « (inte sannolikhet ndr data X = x val har observerats).
Symmetriskt och uppat/nedat begransat.
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Vi gjorde konfidensintervall for 6 i likf (0, 8), for p i
normalférdelning med kand eller okdnd varians, for p i Bin(n, p),

och TM gjorde ven fér o2 i normalférdelning. Man behovde veta
att (X — u)/(o//n) ~ N(0,1), alternativt att

Y—uwt
S/\/ﬁ n—1-

For konfintervall for o2 behdver man veta att
(n—1)s?/0% ~ x2_,. Fér p behdver man veta att

X—p

— ~ N(0,1).
X(1—X)/n

Exempelvis symmetriskt konfintervall for ;1 med okand varians

peX+FL(1- oz/2)\%, (1-a).
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Vi gjorde ocksd prediktionsintervall for en ny observation i
normalfdrdelning.

Tva stickprov: X1,..., Xy ~ N(ux,0%), Y1, Ym ~ N(uy,02).
Konfidensintervall for jx — py med kdnda varianser och med

okanda varianser under antagandet att ox = oy. | det senare fallet
utnyttjas att

X =Y —(ux — py)

1 1 ~ tmtn—2.
Spy/ n + m

Den poolade stickprovsvariansen ges av

, (n—1)s% +(m—1)s3
Sp —
P m-+n—2

Med kinda varianser galler
X =Y —(ux — py)

2 2
WX 4 %y
n m

~ N(0,1).
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Statistiska tester: Vi vill testa den neutrala hypotesen Hy mot den
alternativa hypotesen (som vi vill visa) Ha. Principen &r att fixera
en signifikansnivd «, finna ldmplig mingd A s&dan att

Pho(X € A) =1 — o och sddan att X ¢ A talar for Hy. Om det
sedan visar sig att x € A forkastar man Hy till formén for Ha p&
signnivd «, annars accepterar man Hp.

Tester av p i n-ford och av p i binférd. TM kan 3ven gora tester av
o2 i n-ford. Konfidensintervall ger test: Forkasta Hg : @ = 0y pa
signnivd o om 6 & [T1, T2] = konfintervall av grad 1 — . Allts3,
for endimensionella parametrar extremt likt konfintervall.

Du far aldrig anvanda testdata innan du bestimmer vad du ska
gora for test. Det &r ok att anvianda data for att bestimma vilka
tester som ska goras, men i s fall mé&ste ny data samlas in for att
gora sjilva testet. Undvik att gora tester dar du inte har goda skal
att tro pa alternativhypotesen.
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Linjar regression: Kovariater/stéllvariabler/features xi, . . ., x,, med
respektive svarsvariabler Y1, ..., Y,. Modell

Y. =a+ bxy + €,

dar a och b ar de okianda koeffiecienter vi vill skatta och €1, ..., €,

oberoende och N(0,52) med okind varians o2.

ML-skattning sammanfaller med minsta-kvadrat-metoden och
skattningarna blir

p_ Sy
° b=3",

e 5=y — bx.

Konfintervall mest intressant for b och anvander

— — ~tpo.
S/ vV Sxx 2
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Har ar
1 < R 1 S2
2 _ 5 Bx)? — _ 2y
= 5 kz_l(yk a ka) n_o Sy SXX

Ett antal berdkningsformler som gor det lattare att rakna.

Prediktionsintervall for ny observation Y vid stillvariabel x baseras
pa _
Y-Y

s\/1+%+%

~ th_2.
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Resten endast for TM.

Tranformering mellan olika férdelningar: Om F; och F, &r tvé
(strikt véxande) fordelningsfunktioner och X ~ F, géller att
Y = F Y (F(X)) ~ R

Férdelning av summor av oberoende sv:
o Diskret: px1v(z) = 2 ey, PY(z — x)px(x),
o Kont: fxyy(z) = [7 fy(z — x)fx(x)dx.

Felintensitet for positiva sv:

r(t) = f((?)

Invertering
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Momentgenererande funktion for X:
Mx(t) = E[etx].
Om X och Y oberoende ar

Mx 1y (t) = Mx(t)My(t).

Mgf bestdmmer fordelningen. Mer generellt om Mx (t) — Mx(t)
for alla t galler Fx,(x) — Fx(x) for alla x.

Kann igen mgf for ngra fordelningar och bevisskissa CGS.
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p-virde: p-vardet for ett test ar den mista signifikansnivd som man
hade kunnat forkasta nollhypotesen pad (mer informativt &n bara
informationen acceptera/forkasta).

Styrka: Om man gér ett test Hp : 6 = 6 mot nagon
alternativhypotes, ar styrkan

g(01) = Py, (Ho forkastas).

Bayesiansk statistik: For en modell dar data beror av en parameter
6 (ofta hdgdimensionell), antar vi att € har blivit slumpmassigt vald
enligt en prior fy(t) och sedan &r data vald enligt fxjo(x|t). Vi
beraknar posterior

fox (t1x) = Cfxo(x[t)fa(t).
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Betaférdelning: Y ~ B(by, bo) om f(y) = Cyr—1(1 — y)b2—1,
O<y<1.

Betaférdelningen ar konjugerande prior till binomialférdelningen:
Om 0 ~ beta(by, by) och sedan Xy ~ Bin(n, ) ar posterior
9|X ~ ﬁ(bl + Xl, b2 + X2). (H'eir ar X2 =n-— Xl.)

Mer generellt: (Y1,..., Yk—1) ~ Dir(b1, ..., bk) om

K
f(ylv"'7yK—l) = CHyibi
i=1

for positiva yi, ..., yx som summerar till 1 och dar
_ K—1
yk =1-— Z,’:l Yi-
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Dirichlet ar konjugerande till multinomial: Om 6 ~ Dir(b, ..., bk)
och sedan (Xi,...,Xk) ~ Mult(6s,...,0k) ar
01X ~ Dir(by + Xi, ..., bk + X). (Har dr X, =1 - K1 X))

Finns ménga andra konjugerande priors. Till exempel ar
normalfdrdelningen konjugerande prior som férdelning av
vantevardet i normalférdelningen med kand varians.
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