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Sannolikhet och statistik VI

Vantevarden av fkner av sv

Kom ihag ex med X ~ likf(0,1) och Y = X2. Vi fick
E[Y] = E[X?] = 1/3. Nu &r ju

1
1
/ xX2dx = =.
0 3

dvs E[X?] = fxzfx , dvs for fknen g(x) = x2 giller
E[g(X)] = [ g(x) dx Tlllfalllghet7 Nej, faktiskt inte:

Sats (Den omedvetne statistikerns lag): Lat g : R — R och X en
sv. Om X &r diskret giller

Elg(X)] =D g(x)p(xk).

k=1
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Om X &r kont giller

Ble(X)] = | " g(x)f(x)dx.

—00

Bevis: Diskreta fallet. Skriv Y = g(X) och Vy = {y1,y»,...}.

E[Y] = Zyj Y=y)=D v >, plx

J k:g(xk)=y;

:Z Z g(Xk)p(Xk):Zg(Xk)p(xk)
j k=1

J kg(x)=y;

Specialfall av det kontinuerliga fallet i boken.
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Exempel: L&t a och b vara konstanter och X en sv. D& ar

E[aX+b] = / (ax+b)f(x)dx = a/ xf(x)dx+b = aE[X]+b.
g
Exempel: Lat X ~ likf(0,1) och
0, x<2
g ={ %53
:I.7 X Z 3
Vi far
00 1 1
Ble(0l = [ g(f(xyax= [ dx=3
—0o 2/3
g
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Oéndliga viantevirden

| allménhet kraver vi att [ [x|f(x)dx < oo fér att 6ht definiera
E[X]. Detta for att vi riskerar att f4

/ xf(x)dx:/ xf(x dx—/ (—x)f(x)dx = 00 — 00 =7.
—00 0

Men om X > 0 forsvinner den andra termen och uttrycket blir
entydigt odndligt om den fdrsta termen ar oandlig. | s&dant fall
sager vi att E[X] =
Analogt i det diskreta fallet.
Exempel. St Petersburg. L4t X vara antalet kast t.o.m. den fdrsta
klaven. Sammanlagd forlust fore forsta kIaven blir 2X — 1. Det
giller P(X = k) = (1/2)k, k=1,2,.

o0

E[2X —1] =) (2* —1)<1> :—1+Zl—

k=1
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Varians
Lat X vara en sv med E[X] = p < 0.
Definition: Var(X) = E[(X — u)?].

Man kan ha Var(X) = co. Man skriver Std(X) = /Var(X).
Vanlig beteckning: 02 = Var(X).

Steiners formel: Var(X) = E[X?] — E[X]?.

Bevis: Kont fallet:

Var(X) = /(x — )2 (x)dx

_ / S2F(x)dx — 2 / xF(x)dx + 112 / F(x)dx = E[X?] — 2.
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. H ; _ b
Exempel: X ~ likf[a, b]. Kom ihag att E[X] = 252

b 3 3
1 -
E[X?] :/ X2 " _dx = b -a
. b

—a 3(b—a)
Alltsa
_bP-a* (a+b?  (b—a)?
Var(X)—3(bia)— R T

Proposition: Var(aX + b) = a®*Var(X).
Bevis:
Var(aX + b) = E[(aX 4+ b—E[aX + b])?]

= E[(aX + b — (au + b))?]
= a°E[(X — p)?] = a®Var(X).
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Teoretiskt viktiga olikheter:

Markovs olikhet: Antag att X > 0. D& géller for alla a > 0 att

E[X
P(X >a) < [‘? ]
Bevis: Lat
0, x<a
g(x) - a, x> a

D3 ar g(X) < X, s8 E[g(X)] < E[X]. Eftersom g(X) &r a med
sannolikhet P(X > a) och 0 annars, s

Elg(X)] = aB(X > a).
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Chebyshevs olikhet: Skriv = E[X] och 02 = Var(X). Det giller
for alla e > 0 att

N

g
P(IX —ul =€) < 2

Bevis: Enligt Markovs olikhet giller att

P(IX —pul =€) = P((X—p)?>¢)
E[(X —p)?] _o®

- €2 €2’

Exempel: Langden X av en pd mafa vald svensk man ar en sv med
vv 180 cm och std 5 cm. S&tt en grans fér andelen svenska man

som ar over 210 cm.
Vi har p = 180 och 02 = 52 = 25, s3

P(X > 210) < P(IX —pf 230) < o5 = 2.
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Indikatorférdelning: Lat A vara en hindelse. Lat

1, ueA

X(u) = { 0, ugA

D3 kallas X for indikatorn for handelsen A.
Skriv p =P(X = 1). Da galler E[X] = p.

Eftersom E[X?] = p, far vi Var(X) = p — p?> = p(1 — p).
Man skriver ofta X = I,.

Binomialférdelning: L&t A;, A, ... vara oberoende hindelser som
alla har sannolikhet p. Summan

X=Y"Ia,
k=1

sags vara binomialférdelad med parametrar n och p. Skrivsatt:
X ~ Bin(n, p).
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Tank girna detta som att en slant som ger krona med sannolikhet
p singlas n ggr, A, ar hiandelsen att kast nr k ger krona och X ar
antalet gdnger man far krona totalt.

n

Man kan valja ut k kast pa (k) satt. Sannol att exakt dessa ger
krona ar pX(1 — p)"~k. Allts3

P(X = k) = (Z)pk(l—p)"_k, k=0,1,....n.

Obs att k() = n(}_])-
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Darfor
_ : nmy n—k
EX] = k(k)p(l—p)
k=0
k—1
k=1
n—1
= np <n_.1>p’(1 p)"
J=0 J
= np

dar den sista likheten forljer av att termerna ar frekv fkn for
Bin(n — 1, p) och summerar darfor till 1.
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Exempel: Lag A och B mots i bast av sju matcher. Antag att
sannolikheten att lag A vinner en given match ar 0.6 och att
matcherna dr oberoende. Vad &r sannol att A vinner matchserien?

Lat X vara antalet matcher som A vinner. D3 &r X ~ Bin(7,0.6).

7

.
P(X > 4) = Z <k>0.6k0.47k ~ 0.71.
k=4

Tva observationer:
e Xj ~ Bin(ny, p), Xa ~ Bin(nz, p) och Xi, X, oberoende
= X1+ Xo ~ Bin(n1 + no, p).
e X ~ Bin(n,p) = n— X ~ Bin(n,1 — p).
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Geometrisk fordelning. En slant ger klave med sannolikhet p. Den
singlas till forsta klaven. L&t X vara antal kast som behovdes. Vi far

P(X =k)=p(1—p)kt k=12,....

Man sager att X ar geometriskt férdelad med parameter p,
kortform X ~ Geo(p).

o0 o0 1
EX]=) P(X>k =) (1-p)=-.
k=0 k=0 P
Vi raknar senare ut att
1 _
Var(X) = 7p

Exempel: X = antal tarningskast till och med férsta sexan.
X ~ Geo(1/6).
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Exempel: Spela 100 rader p3 Lotto varje vecka. L3t X vara antal
veckor man behdver spela tills man far sju ratt for forsta gdngen.
Vi har X ~ Geo(p) dar p ar sannol att fa sju ritt en given vecka.

Det finns
35
7

olika rader, s3

Vi far da t.ex. att

(7)
E[X] = 55 ~ 67245.

67245 veckor ~ 1293 &r. O
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Poissonfordelning. Om

)\k
B(X = k) = e k=0,1,2,...
sdgs X vara Poissonférdelad med parameter \. Kortform

X ~ Poi(\).
(Obs att >-72 A¥/k! = e* enligt Taylors formel.)

Antal vulkanutbrott i varlden per &r.

Antal fordon som passerar p& en enslig skogsviag under en dag.
Antal lungcancerfall i Gbg p& en ménad.

Antal benbrott i VG under januari.

Antal mal i forsta halvlek i en fotbollsmatch.

N & )\k N > )\k 1
E[X] =e Zkﬂ:/\e Z(k—l) =\
k=0
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Ex pa frekvensfuntion for Poissonfordelningen:

Probability
=)
[N
=]

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 14 15 16 17 18 19
Number of Occurances

B mean=1 [l mean=5 [l mean=10

Figur: Poissonfdrdelning.
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o )\k2

E[X(X —1)]—e"\Zk *1k| Ae —AZ
k2

k=0

Alltsa blir E[X?] = E[X(X — 1)] + E[X] = A% + \. Allts3

Var(X) = E[X?] —E[X]? = A2+ A — A% = \.

Exempel: P& en enslig skogsvag passerar i genomsnitt 5.3 fordon
per dag. Vad ar sannolikheten att hogst tvd fordon passerar under
en given dag?

Det verkar rimligt att anta att X = antal fordon som passerar den
givna dagen ar Poi(5.3)-fordelat. (Parametern = vantevardet.) Vi
far 0 ) )
53 53 53
_ .53 ~
P(X <2)=e ( T > ~ 0.102.
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Exempel: Sverige har 10 milj invdnare. Det sker ca 200000 benbrott
per &r. Vad &r sannolikheten att en given person som lever 100 &r
klarar sig utan benbrott hela livet? Sannol att fa exakt tva
benbrott?

Det verkar rimligt att anta att om X &r antal benbrott under livet,
s& ar X Poissonfordelad. Vantevardet ar

200000 - 100/10000000 = 2, sa d& blir X ~ Poi(2).

Allts3

L2

a2
o =2e “.

PX=0)=e 2 PX=2)=e
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Exempel: Nar n &r stort och p ar litet géller Bin(n, p) ~ Poi(np).
Som exempel, at ¢ vara en konstant, 1&t X ~ Bin(n, c/n) och lat
n — oo. For ett k som inte dndrar sig med n galler da

== (1) () (-9

Eftersom (})/n* — 1/k! och (1 —¢/n)"* — ¢ giller att

ok
B(X = k) = e
dvs ndr n ar stort ar X ungefar Poi(c)-fordelad. O
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