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Sannolikhet och statistik I1X

Flerdimensionella férdelningar

Om X och Y &r tvd sv def pd samma utfallsrum, kallar vi paret
(X, Y) for en tvddimensionell stokastisk variabel. Den bivariata
férdelningsfunktionen (joint cdf) for (X, Y') ges av

F(x,y) =P(X < x,Y <y), (x,y) € R
Vi har
F(x,00) =P(X < x,Y < o0) =P(X < x) = Fx(x)
och, forstés, F(oco,y) = Fy(y).

Diskreta tvadim sv. Om X och Y &r diskreta sdger man att
(X,Y) ar diskret. Obs att

Vx x Vy = {(x5,yk) : Xj € Vx,yk € Vy} 2 Vx y.

Vi antar dnd§ att Vx y ar Vx x Vy (det tillkommer ev ett antal
varden som (X, Y) antar med sannol 0).
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Den bivariata frekvensfunktionen (joint pmf) for (X, Y) ges av

p(xi, yi) = P(X = x;, Y = yk), (X, yx) € Vx x Vy.

Direkt observation:

px () =P(X = x;, Y € Vy) = > p(xj, yk)
YkEVy

och py (yk) = 2y evy PO Yi)-

Exempel: Antag att (X, Y') antar vart och ett alla par av heltal
(x,y) s.a. 1 < x <y <4 med samma sannolikhet.

Det finns 4 +3 4+ 2+ 1 = 10 varden, s3

p(x,y)=-=,1<x<y<4

TO’
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1 5—x
=Y = =25 x=123,4.
pX(X) Z 10 10 I’ X ) Y )
y=x
Y 1 y
= —=—,y=1234.
pY(y) Zlo 10’.)/ ) 737
x=1
Od
Exempel. S|4 tva tarningar. L&t X vara den forsta tirningens utfall
och Y vara summan. Bestim p(x, y).
Paret (x,y) ar ett mojl varde om x € {1,2,3,4,5,6} och
y € {x+1,...,x+ 6} och kan isf fas p& exakt ett satt. Alltsa
1
p(x,y):%, 1<x<6,x+1<y<x+6.
O

Exempel: L&t X ~ Poi()\) och sedan givet X = x, 4t
Y ~ Bin(x, p).
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Vi far
X

A
p(x,y) = e”; <;)py(1 —p) Y, 0<y <x< o0

Marginalford for Y blir

py(y) = Y p(xy)
x=y

= M x .
= € )‘le<y>l)y(1_p) d
x=y

e WP - (M- p))
B y! 2 (x —y)!

x=y

e *(p) M1-p)
y!

ef)\p ()‘p)y
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M.a.0. Y ~ Poi(\p).

Konsekvens: Om man i en Poi-process med in A raknar med
impulserna med sannol p, f&r man en Poi-process med int Ap. (S.k.
uttunnad Poi-process.)

Sats: X, Y diskreta och oberoende < p(x;, yx) = px(x;j)py(y«) for
alla xj € Vi, yx € Vy.

Bevis: Om X, Y ober géller

P(xj,yk) = P(X=x,Y = y)
P(X = x)P(Y = yk)
px (x;)py (Yk)-
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A andra sidan om p kan faktoriseras fr vi

PXeAYeEB) = > 5 plxw)

x;€AyEB
= Z px (X;) Z Py (¥«)
XjGA ykEB

= P(X € A)P(Y € B).
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Kont tvadim sv. Paret (X, Y) sdgs vara en kontinuerlig tvddim sv
om det finns en tithetsfunktion f : R2 — R sadan att

P((X,Y) € B)://B f(x, y)dx dy

for alla B C R2.
Né&gra obs

o Flx,y)= [ [T f(x,y)dydx.

° f(x,y)= axayF(X y)-
e P(X e A)=P((X,Y) € AxR) = [, [7 f(x,y)dydx, sa

50 = [ rnay.

fy(y) = /jo f(x,y)dx.
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Exempel: Lat (X, Y') ha tdthet f(x,y) = c(x+3y), 0 < x <1,
0 <y <1.Vad ar c och vad ar fx och fy?
Det maste galla att [* [* f(x,y)dxdy =1, s8

1,1 1 1
lzc/ /(x+3y)dxdy:c</ xdx+3/ ydy) =2c
0o Jo 0 0

sd ¢ =1/2. Alltsa

1/t 1 3
w3 = [cr3ay = (x+3) 0sx<

och
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Exempel: Lat D = {(x,y) : x*> + y? < 1}. Lat (X, Y) ~ likf(D).

Dvs
L xeD

i) ={ 5 %50

Lat Z = |(X, Y)| = VX2 + Y2. Vad &r ford for Z?
1
Fz(z) = P((X, Y) € B,) = —Area(B,)
T

dir B, = {(x,y) : x*> + y? < z?}. Alltsa &r Area(B,) = 722, sa
F(z)=2%,0<z<1

och
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Exempel forts: Vad ar ford for X?

0o 1 V1—x2 2
fX(X):/ f(X7Y)dy:7T/ dy = =1 —x2.

—00 —V/1—x2 ™

Om f(x,y) = fx(x)fy(y) for alla (x, y), galler

// xydydx—/fx( )dx/ fy(y)dy

= P(X € A)P(X € B)

P(X € A, Y € B)

dvs X och Y ar oberoende.

Omvant: X och Y oberoende = f(x,y) = fx(x)fy(y) for (ndstan)
alla (x, y).
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Funktioner av tva sv. Om (X, Y) &r en tvadim sv och
g :R? = R, vad ar ford for g(X, Y)? Avgor fran fall till fall.

Exempel: (X, Y) ~ likf([0,1]?). Last A= XY. Fér 0 < a < 1,

1 prmin(a/x,1)
Fa(a) = IP’(XY<a)=/O/O dy dx
1
= (a—i-a/ 1dx)
. X
= a—alna.

Derivering ger
fa(a)=—Ina, 0 <a< 1
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OSL i tva dim.

e Diskret: E[g(X,Y)] = E(xj,yk)evx,y g (X, yi)p(xj yi)-

o Kont: E[g(X, Y)] = [T J75 g(x, ¥)f(x,y)dx dy.
Bevis diskret: Lat Vg = g(Vx,y).

Elg(X, Y)]

S ZP(g(X.Y) = 2)

z€Vyg

PIEENDD

ZGVg (Xj,}’k):g(xj:}’k):z

S > gl y)p(x vi)

ZGVg ()<j7y1<):g(xj7)’k):2

> &0 y)p(x, v)

(x5:yk)EVx,y

p(xj, yi)
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Féljdsats: for alla sv X och Y giller E[X + Y] = E[X] + E[Y].
Bevis: Vi tar det kont fallet. Enl OSL:

/_Z /_Z(X+Y)f(x,y)dx dy

= / X/ f(X,y)dyder/ y/ f(x,y)dxdy

= /_ xfx(x)dx+/_ yfy(y)dy
E[X] + E[Y]

E[X + Y]
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Exempel: L&t I, b, ..., I, vara sddana att
P(lk=1)=1-P(l,=0)=p. L&t X =>_]_; Ix. D3 ger
foljdsatsen att

E[X] =Y E[l] = np.
k=1

Ex.vis visar detta att X ~ Bin(n, p) = E[X] = np (fallet d& /x:na
ar oberoende, vilket foljdsatsen inte kraver).
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