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Sannolikhet och statistik XII

Centrala gransvardessatsen: Lat X1, X, ... vara oberoende och
likafordelade med E[X1] = p och Var(Xi) = 02 < co. L4t

n
Sn=_ X
k=1
D& galler for alla x € R att

IP’(S';_\/%W gx) — &(x)

dad n — co. M.a.o.: S, ar approximativt N(nu, no?)-fordelad nar n
ar stort. (Oavsett vilken fordelning Xy:na har, men hur stort n ska
vara for att approximationen ska vara god beror forsts p8 Xji:nas
fordelning.)
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Exempel: | varlden intraffar i genomsnitt 100 stdrre jordbavningar
per r. Vad ar sannolikheten att det ett givet ar intradffar minst 110
storre jordbavningar?

Rimligt att tro att jb kommer som en Poi-process med int 100.
Antal jb ~ Poi(100), lite jobbigt att rdkna pa. Alt: tiderna

T1, T2, ... mellan jb &r ober och exp(100)-ford. Lat

oS
k=1

Vi soker P(Sy10 < 1). Vi har g = E[T,] = 1/100 = 0.01,
02 = Var(T,) = 1/1002 = 0.0001. Alltss, enl CGS,

S110 — 110-0.01 _1- 110 - 0.01>
0.01-+110 ~ 0.01-+/110

P(510<1) = P(

0.1
~ ¢|-——| = 0.17.
< \/0.011>
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Exempel: L&t X ~ Bin(n, p) med n stort och p ickextremt.
(1/n << p << 1—1/n; vi tanker att n — oo och p fixt.) Skriv

X = ilk.
k=1

Vi har p=E[l] = p och o2 = Var(lk) = p(1 — p). Enl CGS

P (an < x) — d(x).
np(1 - p)
Ex.vis sl& tarning 700 ggr och 1at X vara antal sexor. Vad ar

P(X > 100)7

(Halvkorrektion: X diskret s& P(X > 100) = P(X > 99) = P(X > 99.5).)

X—700-% 99.5 — 700 -
P(X >995) = 1-P
§

\/ 700 - \/ 700 -

1— d(—1.74) = 4>(1.74) ~ 0.959.

%
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CGS fungerar dven utan likaférdelning under vissa enkla
forutsattningar. Aven utan oberoende under lite tuffare krav. | bada
fallen m3ste variansen forstds justeras. Se upp med extrema
sannolikheter.

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik XII



Sannolikhet och statistik XII

STATISTIK

Somliga parametrar okdnda. Skatta parametrar utifrdn data.

Skrivsatt: iid = independent and identically distributed =
oberoende och likafordelade.

Definition: Lt Xy, Xa, ..., X, vara iid och ford som X. D& kallas
X1, X2, ..., X, for ett stickprov (sample) p& X (eller p& Fx).
Antag att Fx beror p& en parameter, 6. Ex.vis X ~ Poi(0),

X ~exp(f), X ~N(@,1)ellerP(X=1)=1-P(X =0)=0.
Parametern kan vara flerdimensionell, t.ex. # = (u, 02) och

X ~ N(u,0?).

En fkn av Xi,..., X, som anv till att skatta 6 kallas for en
punktskattning (estimator) av . Standardbeteckningar 6, 0,,
0(X1,...,Xn).
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Obs att  4r en stokastisk variabel. Efter data X; = X1, ...y Xn = Xp
observerats far man ett givet varde 0(xi, ..., x,), ett estimat av .

Definition: Om det, oavsett det korrekta vardet pa 6, galler att
E[0] = 6

kallas @ for en vantevardesriktig skattning sv 6. (Unbiased) (vvr).
Definition: Om

lim P(|0, — 0] >€¢)=0

n—oo
kallas 6 for en konsistent skattning av 6.
Proposition: Om 6, ar wr och Var(@,,) — 0, s& ar 0, konsistent.
Bevis: Enligt Chebyshev's olikhet:

- Var(f,)

B(l0n— 0] > ) < =5 = 0.
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Lat Xi,..., X, vara ett stickprov pa en sv X med E[X] = i och
Var(X) = 02 < co. Kom ihag att

Y:%Zxk.

k=1

Vi vet att E[X] = p och Var(X) = 02/n, sa enl prop dr X en
konsistent skattning av . O

Man ska se konsistens som ett mycket dnskvart krav och som i sig
sjalv inte racker for att sdga att en skattning &r bra.

Definition: Om 6 och @ &r tva vvr skattningar av 6 och
Var(f) < Var(6)

for alla 6, siger man att 6 ar mer effektiv 3n 6.
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Skattning av varians: L&t Xi,..., X, vara ett stickprov p& en sv X
med E[X] = u och Var(X) = 02 < co. Man brukar skatta o2 med

n

2= 1 S (X X7

n—
k=1

Proposition: s> ar vvr. Om E[X*] < oo géller ocks3 att s? ar
konsistent.

Delbevis: Det ar l3tt att se att s = 1 (2221 X2 — nYQ). Det

n—1

giller att
2 v w2 0° 2
E[X"] = Var(X) + E[X] = +u

Vi har ocksd att E[X?] = Var(Xy) + E[Xk]?> = 02 + p?. Detta ger

E[s?] = %1 (n (0% +p2) —n (or: +u2)> =02

n
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Konfidensintervall. L&t Xy, ..., X, vara ett sp p& en sv X vars
ford beror av en okand parameter . Om Ty och T, ar tva
funktioner av Xi, ..., X, och

P(T <0< Ty)=gq

sé kallas [Ty, Ty] for ett konfidensintervall for 6 av konfidensgrad g.

Man skriver
T1 <0< T (q).

Obs: Sannolikheten g giller innan Ty och T, observerats. Nar vi
obs Ty = t; och Ty = tp och skriver t; < 6 < tp (q), ar detta ett
pastdende som antingen ar sant eller falskt, men som, innan data
observerats, hade sannol ¢ att f3 varden t; och t; som skulle gjort
det sant.
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Lat X ~ likf(0,0), 6 okdnd och Xi,..., X, ett sp p& X. Vi vet att
E[X] =60/2, sa

0 =2X
ar en vvr skattning av 6.

Alt: skriv M = max{Xi, ..., Xp}. Skulle vara dumt att skatta 6
som mindre &n M. L&t oss gbra en skattning baserad p& M.

Fulx) = B(M < x) =B(X <x)" = (5"
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Alltsa: 6 = inlM ar en annan vvr skattning av 6. Vilken ar mest

effektiv?
Var(9) = Svar(x) = ©
ar = n ar = 3n.
E[M?] = — /0 XMy = — g2
o 0” 0 o n-+ 2 ’

Var(M) = (n—ll7—2 “(n :21)2) 4

= n+1\% n 6?
Var(9)2<< p > n+2_1>02:n(n+2)'

Vi har alltsa att 6 ir mycket mer effektiv n 6.
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Konfidensintervall: Verkar bra att 13ta T; och T vara fkner av M.
Vi gor ett symmetriskt konfintervall med konfidensgrad 95%, dvs
tar P(Ty > 0) = P(T, < 6) = 0.025. Vi har

Xn

P(M < x) = —— =0.025

on
da x = 0.0251/79. Alltsa

M
0.025 = P(M < 0.025"0) =P (0 > ———— | .
0.0251/n

P& samma satt

P(6< M = 0.025.
0.9751/n

Alltsa
M M

— <9<
0.9751/n

< Soa5in (95%):
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| boken finns ett ex med n = 10 och M = 8.69. Vi far
8.71 <9 <12.57

med konfgrad 95%. (Ej sannolikhet!)
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