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Ex pa frekvensfuntion for exponentialfordelningen:
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Figur: Eponentialférdelning.
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Exempel: En LED-lampa sigs ha livslangd tio &r. Hur stor dr sannol
att den haller minst tio &r? Rimligt (7) att anta att lampan inte
aldras och darmed att dess livslangd, X, ar exp(\)-fordelad, dar det
verkar rimligt att tolka uppgiften som att E[X] = 10, dvs A = 0.1.
Alltsa

P(X > 10) = e 9110 = ¢71 % 0.37.

Allmin observation: X ~ exp(\) = P(X > E[X]) = e~ 1.
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G(x) = e ™

dir A = —G’(0) > 0 eftersom G ir avtagande. Alltsd ar X
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Vi har visat att X har gldmskeegenskapen om och endast om X ar
exponentialférdelad.

Exempel: Exponentialférdelning och geometrisk fordelning.

Lat X ~ exp(A) och Y = [X]. D& giller

P(Y=k) = P(Xe(k—1k])=P(X >k—-1)—P(X > k)
= e AMk=1) _ gmAk e—,\(k—l)(l e
= p(1-p)?
med p=1—e >

Kortfattat: X ~ exp()\) = [X] ~ Geo(1 — e™?). O
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Proposition: Om X1 ~ exp(A1), X2 ~ exp(A2) och Xi och X3 &r
oberoende, s3 galler min(Xy, X2) ~ exp(A1 + \2).

Bevis:
P(min(X1, X2) > x) = P(X1 > x, X2 > x)
= P(Xl > X)]P)(Xg > X)

—A1X ,—A2x

= € e
e—(Al-i-)\z)X.

Lat T1, To,..., T, vara oberoende och exp(\)-férdelade (obs.
samma A for alla). Summan

X = Zn: T
k=1

sdgs vara gammafordelad med parametrar n och .

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik VII



Sannolikhet och statistik VII

Proposition: Om X1 ~ exp(A1), X2 ~ exp(A2) och Xi och X3 &r
oberoende, s3 galler min(Xy, X2) ~ exp(A1 + \2).

Bevis:
P(min(X1, X2) > x) = P(X1 > x, X2 > x)
= P(Xl > X)]P)(Xg > X)

—A1X ,—A2x

= € e
e—(Al-i-)\z)X.

Lat T1, To,..., T, vara oberoende och exp(\)-férdelade (obs.
samma A for alla). Summan

X = Zn: T
k=1

sdgs vara gammafordelad med parametrar n och \. Kortform
X ~T(n,A).
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Proposition:

n—1
A k
B 9 = e 0
k=0 ’
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Proposition:
n—1 k
__—Ax ()‘X)
P(X >x)=e Zik! .
k=0
Bevis: Vi dterkommer. O
Poissonprocessen.
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Proposition:
n—1 k
__—Ax ()‘X)
P > x) = ey L
k=0
Bevis: Vi dterkommer. O

Poissonprocessen. L&t 0 < 7 < 75 < 73 < ... vara en féljd av
tidpunkter d& en viss typ av handelser (impulser) intraffar
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Proposition:
n—1 k
__—Ax ()‘X)

Bevis: Vi dterkommer.

Poissonprocessen. L&t 0 < 7 < 75 < 73 < ... vara en féljd av
tidpunkter d& en viss typ av handelser (impulser) intraffar (t.ex.
jordbavningar, benbrott, mél i en fotbollsmatch, bilar som passerar

pd en enslig vag).
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Proposition:
n—1 k
__—Ax (/\X)
P > x) = ey L
k=0
Bevis: Vi dterkommer. O

Poissonprocessen. L&t 0 < 7 < 75 < 73 < ... vara en féljd av
tidpunkter d& en viss typ av handelser (impulser) intraffar (t.ex.
jordbavningar, benbrott, mél i en fotbollsmatch, bilar som passerar
pa en enslig vag). Skriv

Th=7,To=m—7, T3=13—72,...

for tidsmellanrummen mellan impulser.
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Proposition:
n—1 k
__—Ax (/\X)
P > x) = ey L
k=0
Bevis: Vi dterkommer. O

Poissonprocessen. L&t 0 < 7 < 75 < 73 < ... vara en féljd av
tidpunkter d& en viss typ av handelser (impulser) intraffar (t.ex.
jordbavningar, benbrott, mél i en fotbollsmatch, bilar som passerar
pa en enslig vag). Skriv

Th=7,To=m—7, T3=13—72,...

for tidsmellanrummen mellan impulser. Om Ty, T, T3, ... ar
oberoende och exp(\)-fordelade,
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Proposition:
n—1 k
__—Ax (/\X)
P > x) = ey L
k=0
Bevis: Vi dterkommer. O

Poissonprocessen. L&t 0 < 7 < 75 < 73 < ... vara en féljd av
tidpunkter d& en viss typ av handelser (impulser) intraffar (t.ex.
jordbavningar, benbrott, mél i en fotbollsmatch, bilar som passerar
pa en enslig vag). Skriv

Th=7,To=m—7, T3=13—72,...

for tidsmellanrummen mellan impulser. Om Ty, T, T3, ... ar
oberoende och exp(\)-fordelade, kallas foljden {71, 72,...} for en
Poissonprocess med intensitet \.
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Obs: For en Poi-process med int A giller 7, ~ '(n, A).
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Obs: For en Poi-process med int A giller 7, ~ '(n, A).

Lat X(t) = max{n: 7, < t} = antal impulser som kommit vid tid
t.
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Obs: For en Poi-process med int A giller 7, ~ '(n, A).

Lat X(t) = max{n: 7, < t} = antal impulser som kommit vid tid
t. Enlig prop ovan

P(X(t)=n) = P(r, < t,Tht1 > t)
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Obs: For en Poi-process med int A giller 7, ~ '(n, A).

Lat X(t) = max{n: 7, < t} = antal impulser som kommit vid tid
t. Enlig prop ovan

P(X(t)=n) = P(r, < t,Tht1 > t)
= P(rpy1 > t) —P(mh > t)
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Obs: For en Poi-process med int A giller 7, ~ '(n, A).

Lat X(t) = max{n: 7, < t} = antal impulser som kommit vid tid
t. Enlig prop ovan

P(X(t)=n) = P(r, < t,Tht1 > t)
= P(rpy1 > t) —P(mh > t)
ef,\t()\t)"
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Obs: For en Poi-process med int A giller 7, ~ '(n, A).

Lat X(t) = max{n: 7, < t} = antal impulser som kommit vid tid
t. Enlig prop ovan

P(X(t)=n) = P(r, < t,Tht1 > t)
= P(rpy1 > t) —P(mh > t)
ef,\t()\t)"

nl

Alltsa: X(t) ~ Poi(At).
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Obs: For en Poi-process med int A giller 7, ~ '(n, A).

Lat X(t) = max{n: 7, < t} = antal impulser som kommit vid tid
t. Enlig prop ovan

P(X(t)=n) = P(r, < t,Tht1 > t)
= P(rpy1 > t) —P(mh > t)
ef,\t()\t)"

nl

Alltsd: X(t) ~ Poi(At). Tack vare glomskegenskapen giller
X(s) = X(t) ~ Poi(A(s — t)) for alla t < s.
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess.
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste da gélla att A =5 bilar/timme.
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méaste da gélla att A = 5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4),
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste di gilla att A =5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4), som &r
Poi(5/4)-fordelad.
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste di gilla att A =5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4), som &r
Poi(5/4)-fordelad.

S/a) | G/

P(X(1/4) >2) =1—e*/* ( 0l 1
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste di gilla att A =5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4), som &r
Poi(5/4)-fordelad.

P(X(1/4) > 2) = 1 — 5/ <(5é‘!”° i (54‘!‘)1> ~0.36.
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste di gilla att A =5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4), som &r
Poi(5/4)-fordelad.

P(X(1/4) > 2) = 1 — 5/ <(5é‘!”° i (54‘!‘)1> ~0.36.

Betrakta tvd oberoende Poissonprocesser,
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste di gilla att A =5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4), som &r
Poi(5/4)-fordelad.

P(X(1/4) > 2) = 1 — 5/ <(5é‘!”° i (54‘!‘)1> ~0.36.

Od
Betrakta tvd oberoende Poissonprocesser, kalla dem P1 och P2,
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste di gilla att A =5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4), som &r
Poi(5/4)-fordelad.

P(X(1/4) > 2) = 1 — 5/ <(5é‘!”° i (54‘!‘)1> ~0.36.

|

Betrakta tvd oberoende Poissonprocesser, kalla dem P1 och P2,
med intensiteter A1 och \».
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste di gilla att A =5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4), som &r
Poi(5/4)-fordelad.

P(X(1/4) > 2) = 1 — 5/ <(5é‘!”° i (54‘!‘)1> ~0.36.

Od
Betrakta tvd oberoende Poissonprocesser, kalla dem P1 och P2,
med intensiteter A\; och A\». D& géller enligt glomskeegenskapen vid
varje tidpunkt
e Tiden Tp; till ndsta impuls i P1 dr exp(A1)-ford.
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste di gilla att A =5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4), som &r
Poi(5/4)-fordelad.

P(X(1/4) > 2) = 1 — 5/ <(5é‘!”° i (54‘!‘)1> ~0.36.

Od
Betrakta tvd oberoende Poissonprocesser, kalla dem P1 och P2,
med intensiteter A\; och A\». D& géller enligt glomskeegenskapen vid
varje tidpunkt
e Tiden Tp; till ndsta impuls i P1 dr exp(A1)-ford.
e Tiden Tp; till ndsta impuls i P2 dr exp(\2)-ford.
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Exempel: P& en given |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem
bilar per timme. Vad &r sannolikheten att det passerar minst tva
bilar under en kvart?

Rimligt att anta att bilar kommer enligt en Poissonprocess. Det
méste di gilla att A =5 bilar/timme. Vi &r intr av X(1/4), som &r
Poi(5/4)-fordelad.

P(X(1/4) > 2) = 1 — 5/ <(5é‘!”° i (54‘!‘)1> ~0.36.

Od
Betrakta tvd oberoende Poissonprocesser, kalla dem P1 och P2,
med intensiteter A\; och A\». D& géller enligt glomskeegenskapen vid
varje tidpunkt
e Tiden Tp; till ndsta impuls i P1 dr exp(A1)-ford.
e Tiden Tp; till ndsta impuls i P2 dr exp(\2)-ford.
@ Dessa tider dr oberoende.
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Tiden till nasta impuls i processen som raknar impulser i bdde P1
och P2 &r d& min(Tp1, Tpz)
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Tiden till nasta impuls i processen som raknar impulser i bdde P1
och P2 &r d& min(Tp1, Tpp) ~ exp(A1 + AX2).
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Tiden till nasta impuls i processen som raknar impulser i bdde P1
och P2 &r d& min(Tp1, Tpp) ~ exp(A1 + AX2).

Allts&: den sammanvagda processen dr en Poissonprocess med
intensitet \; + Ao.
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Tiden till nasta impuls i processen som raknar impulser i bdde P1
och P2 &r d& min(Tp1, Tpp) ~ exp(A1 + AX2).

Allts&: den sammanvagda processen dr en Poissonprocess med
intensitet \; + Ao.

En konsekvens: X1(1) 4+ Xa(1) ~ Poi(A\1 + A2).
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Tiden till nasta impuls i processen som raknar impulser i bdde P1
och P2 &r d& min(Tp1, Tpp) ~ exp(A1 + AX2).

Allts&: den sammanvagda processen dr en Poissonprocess med
intensitet \; + Ao.

En konsekvens: Xi(1) + X2(1) ~ Poi(A1 + A2). M.a.o.

Y1 ~ Poi(A1), Y2 ~ Poi()\2), Y1, Y2 oberoende
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Tiden till nasta impuls i processen som raknar impulser i bdde P1
och P2 &r d& min(Tp1, Tpp) ~ exp(A1 + AX2).

Allts&: den sammanvagda processen dr en Poissonprocess med
intensitet \; + Ao.

En konsekvens: Xi(1) + X2(1) ~ Poi(A1 + A2). M.a.o.

Y1 ~ Poi(A1), Y2 ~ Poi(\2), Y1, Ya oberoende = Y1+ Y, ~ Poi(A1+)2)

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik VII



Sannolikhet och statistik VII

Tiden till nasta impuls i processen som raknar impulser i bdde P1
och P2 &r d& min(Tp1, Tpp) ~ exp(A1 + AX2).

Allts&: den sammanvagda processen dr en Poissonprocess med
intensitet \; + Ao.

En konsekvens: Xi(1) + Xa(1) ~ Poi(A1 + A2). M.a.o.

Y1 ~ Poi(A1), Y2 ~ Poi(\2), Y1, Ya oberoende = Y1+ Y, ~ Poi(A1+)2)

Direktbevis av detta:
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P(Yi+Ya=k) = > P(Vi=j)P(Ya=k—))

. i
= Z e_>‘1>\_—116_)‘2 Ao J
; J! (k= Jj)!
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k
P(Yi+Ya=k) = > P(Vi=j)P(Ya=k—))
j=0
. o
= Ze_’h)\_—{le_)‘zi)\2 J
= ) (k=)

()M~
i

k
e~ (M1+A2) Zj:o
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k
P(Yi+Ya=k) = > P(Vi=j)P(Ya=k—))
j=0
. i
= Ze_’h)\_—{le—)‘zi)\2 J
= ) (k=)
k  (kyvj\k—j
_(,\1+)\2)zj:0 (j))‘Jl)‘2 !
€ K1
e_(/\1+)\2) (Al + )\2)k
k!
dar sista likheten ar binomialsatsen. O

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik VII



Sannolikhet och statistik VII

Exempel: P& en |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem bilar
per timme. Det kommer ocks3 i genomsnitt tvd mc.
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Exempel: P& en |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem bilar
per timme. Det kommer ocks3 i genomsnitt tvd mc. Vad ar sannol
att det passerar exakt tre fordon p3 en halvtimme?
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Exempel: P& en |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem bilar
per timme. Det kommer ocks3 i genomsnitt tvd mc. Vad ar sannol
att det passerar exakt tre fordon p3 en halvtimme?

Rimligt att anta tvé ober Poi-processer med int 5 resp 2 s& bagge
sorters fordon sammanvagda ger en Poi-process med int 7.
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Exempel: P& en |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem bilar
per timme. Det kommer ocks3 i genomsnitt tvd mc. Vad ar sannol
att det passerar exakt tre fordon p3 en halvtimme?

Rimligt att anta tvé ober Poi-processer med int 5 resp 2 s& bagge
sorters fordon sammanvagda ger en Poi-process med int 7. L&t
X(t) vara antal fordon p3 tid t.
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Exempel: P& en |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem bilar
per timme. Det kommer ocks3 i genomsnitt tvd mc. Vad ar sannol
att det passerar exakt tre fordon p3 en halvtimme?

Rimligt att anta tvé ober Poi-processer med int 5 resp 2 s& bagge
sorters fordon sammanvagda ger en Poi-process med int 7. L&t
X(t) vara antal fordon p3 tid t. X(1/2) ~ Poi(7/2).
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Exempel: P& en |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem bilar
per timme. Det kommer ocks3 i genomsnitt tvd mc. Vad ar sannol
att det passerar exakt tre fordon p3 en halvtimme?

Rimligt att anta tvé ober Poi-processer med int 5 resp 2 s& bagge
sorters fordon sammanvagda ger en Poi-process med int 7. L&t
X(t) vara antal fordon p4 tid t. X(1/2) ~ Poi(7/2). Alltsa

P(X(1/2) = 3) = e—7/2(7§|2)3 ~ 0.22.
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Exempel: P& en |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem bilar
per timme. Det kommer ocks3 i genomsnitt tvd mc. Vad ar sannol
att det passerar exakt tre fordon p3 en halvtimme?

Rimligt att anta tvé ober Poi-processer med int 5 resp 2 s& bagge
sorters fordon sammanvagda ger en Poi-process med int 7. L&t
X(t) vara antal fordon p4 tid t. X(1/2) ~ Poi(7/2). Alltsa

P(X(1/2) = 3) = e—7/2(7§|2)3 ~ 0.22.

Om det passerar exakt n fordon p3 tid t, vad ar den betingade
sannol att k av dessa dr mc?
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Exempel: P& en |agtrafikerad vig kommer i genomsnitt fem bilar
per timme. Det kommer ocks3 i genomsnitt tvd mc. Vad ar sannol
att det passerar exakt tre fordon p3 en halvtimme?

Rimligt att anta tvé ober Poi-processer med int 5 resp 2 s& bagge
sorters fordon sammanvagda ger en Poi-process med int 7. L&t
X(t) vara antal fordon p4 tid t. X(1/2) ~ Poi(7/2). Alltsa

3
P(X(1/2) = 3) = e_7/2(7§|2) ~ 0.22.
Om det passerar exakt n fordon p3 tid t, vad ar den betingade
sannol att k av dessa ar mc? Skriv Xp(t) resp Xp,(t) for antal bilar
resp mc.
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P(Xn(t) = k|X(t) = n) =
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P(Xn(t) = k|X(t) = n) =
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P(Xn(t) = k|X(t) = n) =
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P(Xn(t) = k|X(t) = n) =

dvs en Bin(n,2/7)-fordelning. O
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