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Sannolikhet och statistik XI

Betingade vantevdrden. Vi ska sdga att E[Y|X = x] ar
vantevardet av den sv som samma ford som Y givet X = x.

Definition:
o Y diskret: E[Y[|X =x] = 3" v, YkPy|x(¥k|x),
o Y kont: E[Y|X = x] = [ yfyx(y|x)dy.
Totala sannolikhetslagen fér vantevarden:
o X diskret: E[Y] = ijevx E[Y|X = xj]px(x;),
o X kont: E[Y] = [T E[Y|X = x]fx(x)dx.
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Bevis: Fallet (X, Y) kont.

/_OO E[Y|X = x]fx(x)dx =

[e.e]

yfv\x y\x)dy> ()

/ yf(x,y)dy dx
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58

dar sista likheten ar OSL.

Exempel forts: X ~ likf(0,1) och sedan Y ~ likf(0, X). Vi ség
forut att f(x,y) =1/x, 0 <y < x < 1. Enl OSL

]E[Y]—/l/x f(x,y)d dx—/l/X 14 dx—l/ Loge=1
=, beyldvda= oy Sdyde=g S =7

Alt.

1

E[Y]:/O ]E[Y|X:x]fx(x)dx:/ %m:%.

0
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Definition: E[Y|X] ar den sv som antar vardet E[Y|X = x| d&
X =x.

M.a.o0. om fknen g ges av g(x) = E[Y|X = x] s& ar
E[Y|X] = g(X).

Kortform av TSL for bet vv: Antag (X, Y') kont (funkar lika bra
diskret). Enl TSL och OSL galler

BIY] = [ EIYIX = xlf(x)a = [ g(x)f(x)oe = Blg(X)] = B [ELY X,
Detta ar vart highlight:
E[E[Y|X]] = E[Y].

Exempel: L&t X ~ Geo(p) och sedan Y ~ Bin(X,r). Vad ar E[Y]?

E[Y] = Emwwn—MM]g
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Exempel. L&t X1, Xo, ... vara oberoende och E[X,] = u for alla k.
L&t N vara ober av Xj:na och pos. heltalsvard.

N N
E ) X D> XN|| =E[Ny] = pE[N].
k=1 k=1

:E[E

Obs att
P(A) = E[P(AIX)]

ty h.l. = [P(A|X = x)fx(x)dx = P(A).
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Kovarians och korrelation. L&t X och Y vara tv3 sv.

Definition: Cov(X, Y) = E[(X — ux)(Y — ny)].
Ett matt p& hur X och Y samvarierar: Cov(X, Y) > 0 betyder
positivt beroende och Cov(X, Y) < 0 negativt beroende.

Formel: Cov(X, Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

Féljer av att

Cov(X,Y) =E[XY — ux Y — py X + pxpy] = E[XY] = pxpy-

Om X, Y oberoende giller E[XY] = E[X]E[Y], s& formeln ger att
X och Y oberoende = Cov(X,Y)=0.

Varning: Cov(X, Y) = 0 medfdr inte i allminhet att X och Y
oberoende. Motexempel strax.

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik XI



Sannolikhet och statistik XI

Nagra obs:
e Cov(X,a) =0,
e Cov(X, X) = Var(X),
e Cov(X,Y)=Cov(Y,X).
Formeln ger ocksé att kovariansen ar bilinjar:

(COV(31X1 + ax X5, b1 Y1 + bo Yg) = albl(Cov(Xl, Yl) + albz(COV(Xl, YQ)
+ agbl(COV()Q7 Yl) + 32b2C0V(X27 Yz)

Exempelvis Cov(X + a, Y + b) =
Cov(X, Y) + Cov(X, b) + Cov(a, Y) + Cov(a, b) = Cov(X, Y).
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Variansen for en summa:

Var( X +Y) = Cov(X+VY,X+Y)
= Var(X) + 2Cov(X, Y) + Var(Y).

Exempel: L&t © ~ likf(0,27), och X = cos®©, Y =sin©. Vi har

2 1 27 . 1
IE[X]—/0 cosﬁng—O, IE[Y]—/O sm@ZdG—O.

2w 1
E[XY] = / cos@sinf—df = 0.
0 27

Alltsa: Cov(X,Y)=0—0-0=0, men X och Y &r inte
oberoende.
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Exempel: L&t X och Y vara ober och /ikf(0,1). Lat Z = XY,
W = X + Y. Bestam Cov(Z, W).

E[Z] = E[XY] = E[X]E[Y] = % E[W] = E[X] + E[Y] = 1.

E[ZW] = E[XY (X + Y)] = E[X?|E[Y] + E[X]E[Y?] = %

Allts3 L1 )
ZW)=>—>.1=—.
Cov(2,W) =33 12

Alltsa positivt beroende. O
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OK, s& kovariansen var 1/12 i forra exemplet, men vad siger det
om hur starkt det positiva beroendet ar? Maste sittas i relation till
varianserna. Dags att prata om korrelation.

Schwarz olikhet: For alla sv X och Y géller
E[XY]? < E[X?E[Y?].
Bevis: Vi anv att for alla konstanter t:
0 < E[(X — tY)?] = E[X?] — 2tE[XY] + t’E[Y?].

H.l. blir som minst d& t = E[XY]/E[Y?]. Sitt in detta t i h.l. och

fa
E[XY]? E[XY]? »  E[XY]?
< E[X?] - — _ ,
0<E[X‘]-2 E[v?] + E[v2] E[X“] E[Y7]
Forlang med E[Y?2] och saken r klar. O
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Definition: Korrelationskoefficienten for (X, Y) ges av

B Cov(X,Y)
XY ) = R OOV (V)

Vi har
-1<p(X,Y)<1
enligt Schwarz anv p& X — ux och Y — uy. Vi har ocksa
e p(X,Y)=p(aX,bY) (skalningsinvarians),
@ Y =aX+bforkonstanta>0 < p(X,Y) =1,
@ Y =aX+ bforkonstant a<0 < p(X,Y)=—1.
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Typiska plottar av data (X1, Y1),...,(Xs, Ya):

Perfect High Low Low High Perfect
Positive Positive Positive No Negative Negative Negative
Correlation Correlation Correlation  Correlation Correlation  Correlation Correlation
A 4 L) A A A A
d ‘ - 4 d
| - . |
1 0.9 0.5 0 -0.5 -0.9 -1

Figur: Korrelationskoefficient.

Definition: Om p(X,Y) = 0 kallas X och Y okorrelerade.
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Exempel forts: Vi hade X, Y oberoende och /ikf(0,1), och
Z=XY, W=X+Y.Vifick Cov(Z, W) =1/12. Vad ar
p(X,Y)? Vi behdver varianserna.

1
Var(W) = Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) = 6
eftersom variansen av /ikf(0,1) ar 1/12.

Var(Z) = Var(XY) = E[X?Y?] - E[XY]?
E[X?|E[Y?] - (E[X]E[Y])®

(Y (YL
\3 4) 144
eftersom E[X?] = 1/3. Alltsa

r 7 p———)

(1/6)- (7/148) V7
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Exempel: Bésta linjara prediktor: Valj a och b for att minimera
E[(Y — (aX + b))?].

Antag att E[X] = E[Y] = 0 och Var(X) = Var(Y) = 1. D& ar
p = Cov(X,Y) = E[XY] och

E[(Y — (aX + b))]] = E[Y?] - 2E[Y(aX + b)] + E[(aX + b)?]
= 1—2ap+a*+b%

Detta min med b = 0 och a = p. Man sager alltsd att i detta fall ar
basta linjdra prediktor av Y givet X lika med pX. | det allmdnna
fallet ges den bésta linjara prediktorn av

oy
py +p— (X = px).
ax
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