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Sannolikhet och statistik XIV

Maximum likelihood (ML): Punktskatta 6 genom att maximera
sannolikheten att f& de data man fick.

Mer precist: Om Xy, ..., X, ar ett sp p3 en sv med en frekvfkn
p(x) = pa(x) som beror av § och vi obs X; = x1,..., X, = xp, finn
det 6 som max

H po(xx) =: L(6; x1, ..., Xn).
k=1

Detta maximum, skrivet , kallas fér ML-skattningen av 6.
Exempel: Lt X ~ Bin(n,0). Finn ML-skattningen av 6.

1(05) = ) = ()01 - 0

Om x =0 dr L avtagande, sd max f&sdd § =0. Om x =nar L
vaxande och f8s max d& 6 = 1. Annars, ls

L'(0; x) oc x0* (1 = 0)" — (n— x)0*(1 — 0)" 1™ =0.
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Detta ger
x(1—-0)—(n—x)8 =0.

L3sningen ar 6 = x/n. Sammantaget

h="=.
n

Obs som underlattar: L(;xi,...,x,) maximeras precis d&
00;x1,...,%xn) == InL(0; x1,...,xn) Maximeras.

Exempel: L&t X ~ Geo(#). ML-skatta 6. Vi har L(6;x) = 0(1 — 6)*" 1, s&
£0;x) =In0+ (x—1)In(1—9).

Vi far . .
/0. _ 1 x—= _
CO:x)=5—T—5 =0
vilket ger § = 1/x. ML-skattningen av ¢ ar allts3
=2,
X
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Exempel: L&t Xi, ..., X, vara ett sp pa Poi(6). Vi far
L(0) = [T, e~ %0 /xx!. Alltsa

0(0) = —nb + <Z xk) In6 — > In(xc!).
k k
Alltss
C0)=—n+ ngk = 0.

Detta ger

é:;zkzxk:x.
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For kontinuerliga fordelningar maximerar vi istallet tatheten av
stickprovet som fkn av 6.

Exempel: Lat X1, ..., X, vara ett sp pd N(u,o?). ML-skatta

(1, ?).
1 ! (Xk_u)z 1 1 (xk—u)2
L(p,o) = e e L B DD S
(r:) 1;[ oV2m on(2m)n/2
Vi far
1 — )2
o) = _g In(27) — nlno — 2Zk(X"2'“)'
o
Alltsa
9 _ Yl =)
ou 02

som 3r 0 dd u = Xx. Allts3
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Vidare ar
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Hypotesprévning/tester: Ar slanten rittvis? Den neutrala
hypotesen &r att p = 1/2, men vi misstanker att p # 1/2. Vi vill
samla data for att avgora.

Filosofi: Utga fran att den neutrala hypotesen &r sann. Om data
utifrdn detta antagande far varden som &r osannolika och samtidigt
skulle varit mer sannolika om den alternativa hypotesen &r sann,
drar vi slutsatsen att den senare ar den sanna. (All analys bor goras
innan data samlas in.) (Ingen exakt vetenskap, men oftast naturligt
val.)
| vart slantexempel: Vi vill testa nollhypotesen
1
Hy:p==
0:P 5

mot alternativhypotesen

Johan Jonasson Sannolikhet och statistik XIV



Sannolikhet och statistik XIV

Fixera ett litet tal & > 0 (ofta o« = 0.05 eller & = 0.01). Beteckna
data med X och bestim en mangd By s.a.:

Py (X & By) = «
och X & By talar till formén for Ha dver Hy. Om det sedan visar
sig att X & By forkastar vi Hy till f6rman fér Ha p& signifikansnivin
a. Om X € By accepterar vi Hy.
| exemplet: Data n slantsinglingar. L&t X vara antal klave. Om X

avviker mycket fran n/2 talar detta till forman for Ha Sver Hp. Enl
CGS giller under Hy (dvs om Hp &r sann)

X —n/2

NGE

Med z,/, = ®1(1 — «/2), giller alltsa

X —n/2
P, <\/n/il/1 & j:za/2> ~ Q.

~ N(0,1).
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Dvs

n n
P, <X ¢ 5 :I:za/z\/;> ~ o
och vi forkastar Hy till férman for Ha om X & n/2 + z, 5/ n/4.

Ex.vis med n = 100 och o = 0.05 blir zy.0251/n/4 = 1.96v/25 ~ 10
och vi forkastar om X avviker med minst 10 fran 50.

Med n = 10000 och o = 0.01 blir zy.005+/n/4 = 2.58/2500 ~ 129
och vi forkastar om X avviker med minst 129 fran 5000.
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Exempel: Lat X1, ..., X, vara ett sp p& N(u,o?). Testa
Ho : = po mot Ha : pi # po.

Om Hg &r sann bor X ligga nira juo och stora avvikelser fran det

talar for Hy.
Under Hp: o
X—to
5/\/5 n—1-
Allts3

- _ S
Phy (X EpotFt(1- a/2)\/ﬁ) =1-a

och vi forkastar Hy till férmén for Ha pa signnivd o om
X & po+ Ft (1—a/2)s/y/n.
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Konkret fall: Marmeladburkar ska innehalla 400 g. Vi misstanker att
det inte stimmer. Vi véljer 10 burkar p& mafa. Rimligt att anta att
burkars vikt &r N(u,0?)-fordelade.

Vi vill testa Hp : pr = 400 mot Ha @ # 400. Vi forkastar Hy till
forméan for Hu p& signnivd 5% om

S
V10

Vi slér upp att Fg1(0.975) ~ 2.26 vilket ger att vi forkastar om

X ¢ 400 £ F;,'(0.975)

|X — 400| > 0.71s.

OK, men kanske mer intresserade av Hp : y# > 400 mot
Ha : < 400. Bara virden X klart mindre 3n 400 som talar for Ha.
Gor ensidigt test.
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Generds mot Hy: testa Hy : pt = g mot Hp @ 1 < pg. Utnyttja att
_ 1 S
Pro | X < po— F—, (1 _O‘)ﬁ =«
Forkasta Ho pa signnivd a om X < uo — F; ' (1 — a)s/y/n.
For marmeladburkarna férkastar vi Hp : i = 400 mot Hp : o < 400
pa signnivd 5% om

S

X < 400 — F;,;"(0.95)—— ~ 400 — 0.58s.

&l
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