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Sannolikhet och statistik X

Betingade f6rdelningar

Antag att X och Y diskreta. Man skriver

p(x,y)
px(x)

pyix(yx) =P(Y = y|X = x) = , (x,y) € Vxy.

Exempel: L&t p(x,y) se ut s§ har:

x\le 1

0 1/10 1/4
1 1/5  9/20
p(1,0)  1/5 4 ~p(1,1) 9/20 9

PrixO =" @y = 1 oj20 ~ 137 P = 00y = a o0 1
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Exempel: SI& tva tarningar. L&t X vara forsta tarningens utslag och
Y summan. Sjélvklart att py|x(y|x) =1/6, x +1 <y < x+6. D3
far vi t.ex., enl TSL,

1 1 1 1 1 1
pyv(9) = D pyix(vI¥)px(x) = 5 (0 t0+gtetet 6> =9
x€Vx
) 6-ly—7
(I allmanhet py(y) = %) O
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Motsvarighet for kont sv? Vill betinga p& {X = x} dven om X kont
och dirmed P(X = x) = 0. Antag forst att (X, Y) ar kont. Vi
borde ha

P(Y e BiX=x) ~ P(Y € B|X € x+ Ax)
P(Y € B,X € x+ Ax)
P(X € x + Ax)

I fX+A; (x,y)dx dy
fXJrAXf (X)dX
2AXfB X, y)dy
ZAXfx( )

B f(x,y)
- /B ()

Q
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Darfor definierar vi tathetsfunktionen for y givet X = x som

(o) = 2.

Da far vi per def att
P(Y € B|X = x) :/ fyix (y[x)dy.
B

Notera nu att

— —o0

P(YeB) = /O:O/Bf(x,y)dydx = /Oo fx(X)/ny‘X(y|X)dde
_ /_o:o P(Y € BIX = x)fx(x)dx

Detta ar en kont variant av totala sannolikhetslagen.
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En annan variant:

M) = [ e

—0o0

- / "y () ()

—00

Lite inom parentes: Y diskret och X kont. Antag
df : Vy xR :Vy € Vx VB CR:

P(XeB,Y=y)= / f(x, yk)dx.
B
Definition:

f(x, yk)
fx(X)

P(Y = w|X =x)=

TSL:

o0

P(Y =) = [ P(Y = yi|X = x)fx(x)dx.
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Vi def ocksa: f )
X5 Yk
fX|Y(X‘y/<) PY(}/k)
och f&r TSL:
()= > Fqy (Xlyi)py (v)-
ykeVy
O
| de flesta tillampningar ar det intuitivt mer klart vad den betingade
fordelningen dr an den bivariata.

Om (X, Y) kont och X, Y oberoende fér vi

fix.y) _ x()frly) _
OO AL

frix(ylx) =
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Exempel forts. (X, Y) ~ likf(D), D = {(x,y) : x> + y?> < 1}. Vi
har sett tidigare att

1
f(Xay) = ;7 (X7y) € D
och 5
fx(x)==v1-x2,0<x<1.
T
Allts3

f(x.y) 1 S
fY|X(y‘X): fX(X) = 2@, - 1—X2 <_y< m

M.a.o: den bet ford for Y givet X = x ar /ikf(—\/l —x2,\/1— x2).
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Exempel: Valj X ~ likf(0,1) och sedan, givet X = x,
Y ~ likf(0,x). Vi har fx(x) =1, 0 < x < 1 och fy|x(y|x) = 1/x,
0 <y <x. Vad ir P(Y < X?)?

1
P(Y < X?) = /IP’(Y<X2]X:x)fX(x)dx
0
1 x?2
1
= // —dy dx
o Jo X
1
1
= /de:.
0 2
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Distance 10 nearest L
Ling (D) | ~5g |12 singB)
Distance between ,-’/
lines = 1 - Length of
l needle = 1

Figur: Buffons ndlproblem.

Rimlig modell: D ~ likf(0,1/2), © ~ likf(0,7/2), D, © oberoende.
Vad &r sannol att nalen skar en linje? Vi sdker P (3sin® > D).

/2
P(sin® > 2D) = / P(2D < sin ©]© = ) f(0)d6
0

2 /2
- 7/ P(2D < sin6)d0
0

™

2 [7/2 2
= 7/ sinfdf =
0

™ K
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Exempel: Om Ty, Ty, ... r ober och exp(\)-ford &r
Xn =13 %1 Tk ~T(n,\). Vi har hivdat att

n—1
A k
B(X, > x) = e Y 0
k=0 '

Sant for n = 1, s& antag sant for n = m. Obs att
Xm+1 = Xm+ Tm+1-

P(Xpi1 > x) = / P(Xoms1 > x| Trs1 = £)fr(£)dt
0

o0
= / P(Xm > x — t| Tmy1 = t)fr(t)dt
0

x m— 1
_ / \e— Mg A(x—t) Z Ax —t)) dt 4 e
0 k=0
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Men

X )\k+1(x _ t)k ()\X)k+1
/0 k! (k +1)!

s& hela uttrycket t.h. blir

m p

0w N (AX)

ey
k=0

Proposition: Om X och Y &r oberoende giller
(a) E[XY] = E[X]E[Y],
(b) Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).
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Bevis: (a) kont fallet: Oberoendet ger

E[XY] = //xyf(x,y)dxdy = //nyx(x)fy(y)dxdy
= /xfx(x)dx/yfy(y)dy = E[X]E[Y].
For (b):
Var(X +Y) = E[(X+Y — ux — uy)?]

E[(X — ux)’] + E[(Y — py)?] + 2E[(X — px)(Y = )]
= Var(X)+ Var(Y)

ty sista termen ar, enl oberoendet, E[X — ux]E[Y —puy] =0-0=10. O
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Mer generellt: Xi,..., X, oberoende medfér
E [H Xk] = [T ElXd. Var (Z Xk> =3 Var(Xy).
Exempel: X ~ Bin(n, p). Skriv X = >~} _; Iy dar lx:na &r ober.

Var(X) = ZVar(lk) = np(1 - p).
k=1

|

Lat X3, Xa, ... vara oberoende och likaférdelade med E[X;] = 1
och Var(X;) = o2 < oo. Skriv

X, =13 %0
nk:l
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Var Y 2 ZVar (Xx) =

Stora talens lag: For varje € > 0 géller

lim P(|X, — pu| >¢€) =0.

n—o0

Bevis: Enligt Chebyshevs olikhet giller

- Var(X,) o2

dad n — oo. O
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