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Sannolikhet och statistik V

Foérdelning f6r fkn av sv

Lat X vara en svoch g : R — R en fkn och 13t Y = g(X). Vad &r
fordelningen for Y7

Fallet d& X ar diskret: Vix = {x1,x2,...}.
Vy = {g(x) : xj € Vx}.
For varje yx € Vi, lat By = {x; € Vx : g(xj) = y«}. D4 galler

py (vi) =P(Y = yi) =P(X € Bi) = Y pu(x)).

XjEBk

Fallet da X ar kont: Y kan bli diskret, kontinuerlig eller ndgot
annat beroende p3 hur g ser ut.
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Exempel: L&t X ~ likf[0,1] och

(0 x<2/3
g(X)_{l, x>2/3

Med Y = g(X) blir Vy = {0,1} och py(1) =1/3.
Man jobbar oftast fran fall till fall.
Exempel. L&t X ~ likf[0,2], dvs f(x) = 1/2 och F(x) = x/2. L&t

Y = X(2 - X).
Fy(y) =P(Y <y) =P(X(2 - X) < y).

X2-X)=yeX?-2X4+y=0aX=1+/1—y.
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Alltsa

Fy(x)=P(Y <y)=P(X<1—1—y)+P(X>1++1—y)

_l-vi-y g 1+Vi—y
2 2

=1—+1—y.

Derivering ger ocksa
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Ett generellt resultat: Antag att g &r stringt vixande. D& finns g—!

och ar vaxande. Allts
Fy(y) =P(g(X) <y) =P(X < g '(v)) = F(g ' ().

Alltsa
fr(y) = fx (& () (e ) (v).

Exempel: Lat X ~ likf[0,1] och Y = X3. D4 ir g(x) = x3, sa
g 1(y) = y¥3 och (g71)(y) = (1/3)y~%/3. Eftersom f(x) = 1 far
vi

1 _
5y 2/35 y € [Oa 1]

fy(y) = 3
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Vantevarde

Lat X1, Xo, X3, ... vara sv def p&d samma utfallsrum.

Definition: Man sdger att Xy, Xo, ... &r oberoende om det for alla
By, By, ... C R giller att hindelserna {X; € B1},{Xz € By},... ar
oberoende.

L&t N vara stort och Xi, X5, ..., Xy vara oberoende och alla ha

samma férd som X. Antag att Vx = {x1,x2,...}. L&t
Nk = |{j : Xj = xi}|. Vi férvéantar oss att ha

N ~ Np(xk),

vilket medfor

medelvardet av Xj:na = Zkak ~ ZXkP(Xk)-

k=1 k=1
(Detta ar tyngdpunkten av tallinjen om massorna p(xx) laggs ut pé
pos Xk.)
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Definition: Vidntevardet av en diskret sv X ges av
(o)
E[X] = xip(xi).
k=1

Fér en kont sv X giller att

E[X] = /_ Z xf (x)dx.

(Fér def kravs att 72 [x|p(xx) < oo resp [%_|x|f(x)dx < c0.)

Exempel: Satsa en marker pad rott pa roulette. Lat X vara vinsten.
D3 giller P(X = 1) = 18/37 och P(X = —1) = 19/37. Allts&

19 . 18 1
37 37 37
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Exempel: Vv av diskret likformig: Vx = {1,2,...,n} och
P(X=k)=1/nfor k=1,....n

Exvis dr vv av ett tarningsslag 7/2.

Exempel: X ~ likf(a, b).

b
1 b+ a
E[X] = dx = .
[X] /axb—ax 2

Exempel: X ~ likf(0,1). L&t Y = X2

Fy(y) =P(X <Vy) =y
for y € (0,1). Alltsa fy(y) = 1/(2,/7).
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Alltsa 1
_ 1 31 _ 1
BY)= [ vy md == 5
Notera att vi alltsa har E[X?] = 1/3 medan E[X] = 1/2 s3
E[X]?> = 1/4.

Proposition 2.9: Antag att X ar kont och Vx = [0, 00). D& géller

E[X] = /000(1 — F(x))dx = /000 P(X > x)dx.

/O°° (X > x)d // £)dt dx
_/0 (/0 dx> F(t)dt

= /oo tf (t)dt = E[X].
0

Beuvis:
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Diskret variant: Antag att Vx = {0,1,2,...}. D3 &r

E[X] = iIP’(X >n) = iP(X > n).
n=1 n=0
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Exempel: L&t X vara antal tarningskast till forsta sexan. Vi har

P(X > n) = (Z)

Alltsa
= /5\" 1
E[X]:Z<6> =156
n=0 6
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