MATEMATIK
Chalmers Tekniska Hogskola
Tentamen

Datum: HT 2022
Examinator: Tony Johansson

MVEG75 — Algebra (Exempeltenta med l6sningar)

Totalt 50 poéng. Till podngen pa tentamen adderas dina bonuspoéng i efterhand.
20p ger trea, 30p ger fyra, 40p ger femma.

Uppgifterna &ar inte ordnade i svarighetsgrad.

Inga hjialpmedel tillatna. Motivera dina svar val.

1. (4p) Hitta alla reella l6sningar z till sin(2z — 37) = 1/2.

2. (5p) Hitta alla komplexa z sadana att 23 = 8i. Svara pa polir form eller pa rektangulir
form.

3. (2+3p) Berékna determinanterna

@ | 5o (b) § _%i }

4. (4p) Lat
3 —4
A= [ s ] |
Ange inversen A™!, eller visa att den inte existerar.
5. (7p) Hitta reflektionen av punkten P : (5,1) i linjen ¢ : y = 4z — 2.
6. (7p) Formulera normalekvationen for minstakvadratlosning av ekvationssystemet

3r1 —2x9 H4x3 = 1
21 +xo —3x3 —2
1 —3ry “+4x3 0

2r1 +2x9 —x3 = 2.

Du behover inte l6sa normalekvationen.
7. (8p) Anvind Cramers regel for att 10sa ekvationssystemet

Tr1 +6xy = -—11
51 +3x9 = 11.

OBS. For full podng maste din l16sning innehéalla berdkning av alla determinanter som
behovs for att anvianda Cramers regel.
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8. (34+3+4p) Ange om f6ljande pastaenden &r sanna eller falska i allménhet for tredimen-
sionella vektorer w,v,w. Om pastaendet ar sant behéver du ge en kort motivation
(algebraisk eller geometrisk), och om det ar falskt behover du ge ett motexempel. Pa
varje del ger ritt svar (Sant/Falskt) ett podng, och 6vriga podng ges for motexempel
eller motivering.

(a) Om u och v ar ortogonala, och v och w &r ortogonala, sa &r u och w parallella.

(b) Om w och v ar ortogonala, sa dr —2u och 3v ortogonala.

(c) Om determinanten
o
u v ouxXv
o

ar lika med noll, s& &r u och v parallella.
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Losningar
1. En forsta forenkling man kan gora ar att skriva
sin(2z — 37) = sin(2z — 7) = —sin(7 — 2z) = —sin(2z).
Jag anvénder inte den forenklingen hér, utan visar hur l6sningen gar till om vi inte
hittar den.
Det géller generellt att sin z = y har tva separata, odndligt stora, 16sningsuppséttningar:
{ x1 = arcsin(y) + k- 27, k€ Z,
x9 =m — arcsin(y) + k- 27, k€ Z.
Vi har arcsin(1/2) = 7/6. En uppséttning 16sningar ges da av
2x1—37r:%—|—k-27r, kel

— 2x1:%—|—37r—|—k-27r, kel

19
<— xlzl—;+k-w, keZ.

Har kan vi ocksa forenkla lite, genom att svara med 77/12+ km. Det blir ssamma méngd
l6sningar.

Den andra uppséttningen l6sningar ges av

2$2—3ﬂ:W—%+k~2ﬂ', keZ

23

<— 2x2:%+/€-27r, keZ
23

— xzzl—;—i—k-ﬂ, keZ.

Detta kan forenklas till 117/12 + k.
Svar: Alla l6sningar dr av formen 77/12 + kr eller 117/12 + krn for k € Z.

2. Talet 8i skrivs pa polédr form. Eftersom [8i| = 8 och arg(8i) = m/2 + k2, sa &r
8i = 8¢!(™/2Hh2m) ke 7.
Da galler att
2% = 8i
— 23 =gl ey
= z= e/gei(”/6+k2”/3), kel
= =206 ez
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Vi far tre olika 16sningar, for k = 0, 1,2, innan de bérjar upprepa sig. Eftersom /8 = 2
sa har vi da

o — 26775 — 2o (%) 1 2isin (%) — 3+,
> + 2¢ sin (5(:) = —\/g—i-z',

5£
6
23 = 2¢"™/0 = 2 cos (327r) + 2isin <327T> = —2i.

3. I (a) tillampar vi definitionen:

29 = 2eP7/6 — 92 cos

‘24

5 9 ‘:2-9—4-(—2):184—8:26.

I (b) utvecklar jag langs forsta kolonnen:

2 -1 3
0 5 1 :2‘2_;‘+2‘_5i"
2 4 -2

=2(5-(-2)—1-4)+2((-1)-1—-3-5)
=2 (=14) + 2 (~16)
— —60.

4. Skriv upp [A | I] och eliminera tills det star [I | A71].

i
®eo-2 = |5 55 Y]
(@ 9@+aeny = |50 5 1]
(@« @prome e mm — |10

Svaret laser vi av som

N ER I

5. Lat R vara reflektionspunkten som vi séker. Da ar P—}% = 21@, déar @ ar ortogonalpro-
jektionen i £ av P. Vi borjar med att hitta P@ Om det kdnns mest bekvamt kan man
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berdkna ) ldngs vagen, men det behdvs egentligen inte sa jag hoppar 6ver det i denna
16sningen.

Skriv linjen ¢ pa normalform, ¢ : 4z —y = 2, for att kunna ldsa av normalen n = (4, —1).
Bilda linjen ¢’ som gar genom P i riktning n:

a r=25+4t
' y=1—t, teR.

Detta stoppas in i ekvationen for ¢:

45+4t) —(1—t) =2
<— 17+17t=0
— t=-1.

Slutsatsen ar att ]@ = —n, sa ﬁ = 2]@ = —2n. Vi far da

of=0P+ PR=0F -~ (] )-2( )= (7).

1 -1 3
Reflektionen &r R : (-3, 3).

. Koefficientmatrisen och hogerledet ar

3 -2 1 1
2 1 =3 —2
A= 1 -3 4|’ b= 0
2 2 -1 2

Normalekvationen dr AT Az = ATb, sa vi beriknar (kom ihag att AT A alltid &r sym-
metrisk, sa du kan spara lite tid)

- _ 3 -2 1
ATA=1| -2 1 -3 2 2L =3
1 -3 4 -1 L =3 4
L 2 2 -1

18 -3 -1

=| -3 18 —-19 |,

| -1 —-19 27
3 2 1 2 ! 3
ATp=1| -2 1 -3 _3 =10
1 -3 4 -1 5 5



Normalekvationen ar alltsa

18 -3 -1 T1 3
-3 18 —-19 z2 | =10
-1 -19 27 3 )

Det gar &ven bra att svara pa ekvationssystemsform.

. De matriser som &r relevanta for 16sningen ar

76 ~11 6 7 11
A:[E) 3]’ Al:[ 11 3]’ A2:[5 11]'

Deras determinanter ar

det(A) =7-3—6-5= —9,
det(Ay) = —11-3—6-11 = —99
det(Ag) =7-11 — (—11) -5 = 132.

Vi noterar att det(A) # 0, sa Cramers regel gar att tillimpa. Vi far

det(Al) —-99
T get(A) T 9 ’
det(As) 132 44
Ty = = = ——,

T odet(4A) T -9 3

. (a) Falskt. Ett motexempel ar u = (1,0,0),v = (0,1,0),w = (0,0,1). Alla exempel
dar v L v och w = u X v funkar bra.

(b) Sant. Algebraiskt kan vi se att
(—2u) - (3v) = —6(u-v)=—6-0=0.
Geometriskt kan vi argumentera att —2u och 3v ar parallella med w respektive v,

och detta paverkar inte vinkeln mellan vektorerna.

(c) Sant. Om u och v inte &r parallella, sa spédnner de upp ett plan med normal u X v.
Normalen tillhor inte planet. Men om determinanten &r noll innebér det att w,v
och u x v ar linjart beroende, det vill saga ligger i samma plan. Alltsa maste u och
v vara parallella.

Sida 6



