MATEMATIK
Chalmers Tekniska Hogskola
Tentamen

Datum: 2022-10-27 EM
Examinator: Tony Johansson (ankn 1069)

MVEG675 — Algebra
Totalt 50 podng. Till podngen pa tentamen adderas dina bonuspoéng i efterhand.
20p ger trea, 30p ger fyra, 40p ger femma.
Uppgifterna &r inte ordnade i svarighetsgrad.

Inga hjalpmedel tillitna. Motivera dina svar val.

1. (4p) Berékna tan(5m/4).

2. (5p) Ange alla komplexa tal z sidana att 24 = —1.

Anm. Svar pa rektangular form ger full poéng, svar pa polédr form ger 4p.

3. (5p) Berékna determinanten

3010
1 001
06 30
0 2 0 4
4. (4p) Lat
2 -1
-2

Ange inversen A~!, eller visa att den inte existerar.
5. (6p) Berdkna avstandet fran punkten P : (6, —2,5) till planet 7 : 22 — y + 2z = 6.

6. (5+2p) Betrakta ekvationssystemet

2:131 —2:172 =1
21‘1 +x9 =
T1 —21‘2 = 2.

(a) Formulera normalekvationen for minstakvadratlosning av systemet.

(b) Hitta en minstakvadratlosning till systemet.
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7. (6+3p) Betrakta ekvationssystemet

6xy +18ry —12x3 = -—11
3z —9x9 4+x3 = 13
—26x1 43929 +13x3 = 7.

(a) Avgor om det(A) = 0 eller det(A) # 0. Vilken av dessa behover gilla for att
systemet ska ha en unik l6sning?

(b) Enligt Cramers regel ges den unika l6sningen, om den finns, av

. det(Al) i det(Ag) . det(Ag)
T et(A) T det(4) T det(A)

Ange vilka de tre matriserna Ap, As, A3 dr. Du behdver inte berdkna determinan-
terna.

8. (34+3+4p) Ange om f6ljande pastaenden &r sanna eller falska i allménhet for tredimen-
sionella vektorer w,v,w. Om pastaendet ar sant behover du ge en kort motivation
(algebraisk eller geometrisk), och om det ar falskt behover du ge ett motexempel. Pa
varje del ger ritt svar (Sant/Falskt) ett podng, och 6vriga podng ges for motexempel
eller motivering.

(a) Om u &r en linjarkombination av v och w, sa ar v en linjairkombination av u och
w.

(b) u+ v &r ortogonal mot u X v.

(c) Vektorerna u — v, v — w,w — u ar linjart beroende.
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Losningar

1. Vinkeln # = 57/4 = m + w/4 &r i tredje kvadranten. Om vi ritar en triangel med
horn i (0,0), (cosf,0) och (cosf,sinf), sa ser vi att det dr standardtriangeln dér tva
av vinklarna ar 7/4. I denna har de tva kateterna samma léngd. Kateternas langd é&r
—cosf och —sin @ (eftersom vi ar i tredje kvadranten), sa

sin 0 —sind

tanf = 1.

cosf  —cosb
Svar: tan(5m/4) = 1.
2. Vi har | — 1] =1 och arg(—1) = 7 + k - 27, sa pa polér form &r
—1=¢th2m) ke 7.
Vi har da
=1
— = ei(”"rk%)7 kel

— z= ei(”/4+k7r/2), keZ

Vi far fyra olika 15sningar, motsvarande k = 0,1,2,3. Ovriga k ger 16sningar som ar
hela varv fran dessa, och darfor sammanfaller. Losningarna ar da

21 = ™4 = cos (%) + isin (%) = 4+ L7

. 3T 3 1 7
_ ,i3m/4 _ ; Qi - I
29 e cos<4>—|—zsm<4> 2—1—\&,

. 5 5 )
23 = 9™/* = cos (Z) + ¢sin <I>

24 = ™% = cos (77T>+z'sin <77r> 1t
! 1 1) V2 Ve

3. Jag borjar med att bryta ut en faktor 3 fran tredje raden, och en faktor 2 fran fjarde
raden. Sen utvecklar jag efter andra raden:

3010 3010
1001_6 0 01
06 30| [0210
0 2 0 4 01 0 2
010 3 01
=6(-1/2 1 0|+1|0 2 1
1 0 2 010
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De tva 3 x 3-determinanterna kan ocksa berdknas genom utveckling, liangs tredje re-
spektive forsta kolonnen:

010 01
10 :2’2 1':2(0~1—1-2):—4,
1 0 2
301 9 1
0 2 1|=3 10 =32-0—-1-1)=-3.
010
Sammanfattningsvis ar da
3010
1 0 01
06 3 0 =6(—1-(-4)+1-(-3)=6-1=6
0 2 0 4

. Vi skriver [A | I] och eliminerar tills det star [I | A71]:

(2 —1]1 0

|6 2]0 1]
{(®) « (b) —3(a)} = 3 _é _?1) (1) ]
{(a) < 5(a) + (b))} < - 18 2 _:23 1 }

Inversen ar da

[ E ] mwl )

. Avstandet ges av HI@H, dar @ &r ortogonalprojektionen av P i m. En normal till 7
avldses som n = (2,—1,2). Linjen genom P i riktning n &r da O? + tn, alltsa
r=06+2t
I y=-2-—1
»=5+2t teR.
Detta stoppas in i planets ekvation:
2(6+2t) — (=2 — 1) +2(5+2t) = 6
— 244+9t=6
<— 9t =-18
= t=-2
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Vi kan nu hitta @ genom att stoppa in ¢, men vi kan mer direkt se att ]@ =tn =
—2(2,—1,2). (Om du tar fram @ kommer du fa samma resultat.) Da &r avstandet

1PGI = lltn] = [tl]ln]l = 2¢/2%+ (—12 + 22 =6.

Alternativ 16sning. Lat Py vara nagon punkt i pllanet, exempelvis Py : (3,0,0). Da

ges Cﬁ’ av ortogonalprojektionen av Py P pa n, alltsa

Q‘ﬁ:ﬁ'”n.
n-n

Léangden ar da ﬁ ﬁ
|P n| |PyP - n
1QP| = Sl = S

. Koefficientmatrisen A och hogerledet b ges av

2 =2 1
1 -2 2

Normalekvationen dr AT Az = ATb, sa vi berdknar

T [ 22 1 [ 9 —4
wa=| 50 L)) =0

Normalekvationen ar

BT

91‘1 *4(1’2 = 14
—4x1 4929 = -—1.

eller

Nagon av dessa ska anges som svar i (a).

For att 10sa normalekvationen skriver vi

{ 9$1 —43:2 = 14

—4x1 4922 = -1
— 36x; —16x9 = 56
—36x1 +8lxy = -9
— 36x1 —16x9 = 56
651‘2 = 47
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Da far vi x9 = 47/65. Fran forsta ekvationen har vi da

_4m2+14_4-47+14_122
- 9 S 9-65 9 65

z1

Forenklingen i sista steget behover inte goras. (Misstag i formuleringen av uppgiften
ledde till komplicerat svar.)

Svar: (z1,x2) = (122/65,47/65).

7. (a) Koefficientmatrisen &r

6 18 —12
A= 3 -9 1
-26 39 13

Eftersom vi bara ar intresserade av huruvida det(A) = 0, sa kan vi bryta ut faktorn
13 fran sista raden (och 6 fran forsta raden, samt 3 fran andra kolonnen) utan att
det paverkar svaret. Pa sa satt slipper vi gora stora multiplikationer. Vi har alltsa

6 18 —12 6 18 —12
3 -9 1 (=13 3 -9 1
-26 39 13 -2 3 1
1 3 -2
=13-6| 3 -9 1
-2 3 1
1 -2
=13-6-3| 3 -3 1
-2 1 1

Vi struntar alltsa i faktorerna framfor determinanterna, och berdknar

11 =2
3 -3 1|=1-(=3)-1—-1-1-141-1-(=2)—1-3-14(=2)-3-1—(=2)(=3)(-2)
-2 1 1

=-3-1-2-3-6+12=-3.

Svaret ar att det(A) # 0, och det medfor att systemet har en unik 16sning.

(b) Matriserna far vi genom att ersétta kolonnerna i A med hogerledet for systemet,

alltsa
—11 18 —12 6 —11 -—12 6 18 -—11
A= 13 -9 1|, Ay= 3 13 1|, A3= 3 -9 13
7 39 13 —26 7 13 —-26 39 7
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8. (a)
(b)

(c)

Falskt. Motexempel u = (1,0,0),v = (0,1,0),w = (1,0,0), eller vilka vektorer
som helst dar u och w ar parallella medan v inte ar parallell med de andra tva.

Sant. Vi vet att w och v individuellt &r ortogonala mot u X v, och eftersom
skalarprodukten &r distributiv géller att

(u+v) - (uxv)=u-(uxv)+v-(uxv)=0+0=0.
Geometriskt kan vi argumentera att w4 v ligger i planet som spanns upp av u och

v, och detta planet har normal u X v.

Sant. Algebraiskt ser vi att
(u—v)+ (v—w)+ (w—u) =0,

och detta visar att det finns en icke-trivial 16sning till ekvationen A\ (u—v)+ Ao(v—
w) 4+ Az(w —u) = 0, ndmligen A\; = Ag = A3 = 1. Vi kan kolla pa determinanten
och addera forsta kolonnen till den andra:

u—v v—w w—u|=lu—v v—w+(u—v) w—u

eftersom u—w och w—wu &r parallella. Eftersom determinanten &r 0, sa &r vektorerna
linjart beroende.

Geometriskt kan vi tdnka sadhar: rita de tre vektorerna u, v, w med bas i origo. Lat
P, @, R vara punkterna vid spetsarna, alltsa O? = u, O = = w. Da &r

u—v=QP,v—w= ]@, w—u = PR. De tre vektorernaéﬁ)’ ]@ ﬁhgger alla
i det plan som spanns upp av P, Q, R.
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