MATEMATIK
Chalmers Tekniska Hogskola
Tentamen

Datum: 2023-01-04 FM
Examinator: Tony Johansson (ankn 1069)

MVEG675 — Algebra

Totalt 50 poang. Till poangen pa tentamen adderas dina bonuspoéng i efterhand.
20p ger trea, 30p ger fyra, 40p ger femma.

Uppgifterna ar inte ordnade i svarighetsgrad.

Inga hjalpmedel tillatna. Motivera dina svar val.

1. (5p) Berékna sin 6, givet att tanf = 2 och 0 < 6 < 7/2.

2. (5p) Berékna absolutbeloppet av

(1—1)

(3+4i)(3 + 3i)°
3. (4p) Berédkna determinanten
8 —4 4
4 3 -1
-2 0 1
4. (6p) Lat
2 -1 1
A=116 -2 2
4 -2 3

Ange inversen A™!, eller visa att den inte existerar.

5. (4p) De tva planen m : 22 —y + 3z = 4 och m : * — 2y + 4z = 0 skéir varandra i en
linje £. Ange en ekvation for /.

6. (24+4+2p) I ett experiment méts foljande varden for tva beroende variabler x och y:

[0 1 2
y |13 24 23

Hitta den linje £ som &r bast anpassad efter datan i minstakvadratmening, via foljande
steg:

(a) Formulera ett ekvationssystem vars eventuella 16sning ger en linje genom punkterna.
(b) Formulera normalekvationen for systemet.

(c) Los normalekvationen och ange linjen £.
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7. (8p) Anvand Cramers regel for att 16sa ekvationssystemet

3z1 +19x9y = -—11
2x1 +13x9 = 11.

OBS. For full poédng maste din 16sning innehalla berdkning av alla determinanter som
behovs for att anvianda Cramers regel.

8. (3+3+4p) Ange om foljande pastaenden dr sanna eller falska i allménhet f6r tredimen-
sionella vektorer u,v,w. Om pastaendet ar sant behover du ge en kort motivation
(algebraisk eller geometrisk), och om det &r falskt behéver du ge ett motexempel. Pa
varje del ger ritt svar (Sant/Falskt) ett poéng, och dvriga podng ges fér motexempel
eller motivering.

(a) Om u ar ortogonal mot bade v och w, sa &r u och v x w parallella.
(b) Vektorerna u + v och u — v ar ortogonala.

(c) Om w och v inte &r parallella, sa finns skaldrer 1, z9, 3 sadana att

w = x1u + 220 + x3(u X v).
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Losningar

1. Vi har att
tanf =2 <— Slne:Z
cos 0
<= sinf = 2cosd

—  sin?6 =4cos? 6.
Trigonometriska ettan cos? 6 + sin? 6 = 1 ger da

sin? 6 = 4 cos® 6

<« sin?0 = 4(1 —sin?0)
< 5sin’f =4

4
— sin’f = £

I forsta kvadranten giller att sin @ > 0, sa vi har da sin@ = /4/5 = 2/+/5.

2. Vi har
|1 — il
" 3+ 44[|3 + 34]
B 12 4+ (—1)?
V23132

B [ 2
~V25.18

15

2|

3. Forst kan vi faktorisera ut 4 fran forsta raden, sen 2 fran forsta kolonnen (inte nédvandigt,
men det underldttar). Efter det anvénder vi definitionen av determinant:

8
4
-2

8
8

—4
3
0

2
4
—2
1

2
-1

4
-1
1
-1
3
0
-1
3
0

-1
1
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(1-3:1=1-(=1)-0+ (=1)(=1)(=1) = (=1)-2-1+1-2:-0—1-3-(=1))
(3—0—1+2+0+3)=56.



4. Vi skriver [A | I] och eliminerar tills det star [I | A~1.

2 -1 1]1 0
6 -2 2/0 1
|4 -2 3|0 0
(2 -1 1] 1
(b) <= (b) — 3(a) il
{003 = e
[2 -1 0] 3 0
(b) <= (b) + (¢) _
{<a>e<a>—<c>} e 0130
[1 0 0|-1 1/2
{ @« ((@+@®)/2} <= |01 0[5 1
(00 1|-2 0
Vi laser av
-1 1/2 0
Al=| -5 11
-2 01

5. Detta handlar helt enkelt om att losa ekvationssystemet

2v -y +3z
x -2y +4z

20—y +3z
20 -@y = {% v
Satt z = ¢, och 10s ut
—1(5 +4)
y=5(52
~Lotta
-3
1
$:§(4—3z+y)
3.1
=2—"t+—(5t+4
5 +6(5 +4)
_8_2,
3 37
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Ett svar ar da

w=(8—2t)/3
l: y=(4+5t)/3
z=t, telkR

6. (a) Ekvationssystemet vi soker har obekanta k och m (for linjens ekvation y = kx+m),
och ges av
m = 1.3
k' +m 2.4
2k +m = 23.

(b) Definiera

0 1 1.3
A=1[1 1], b=1| 24
2 1 2.3
Da ar
[0 1
01 2 5 3
ATA:[ ] 1 1 —[ }
11 1 ER 3 3
[ 1.3
A%:[?}i] 2.4 :[H
2.3

Normalekvationen ar da
5 3 E| |7
3 3 m| |6
(c) Om allt &ar ratt utfort &r det inte sa svart att 16sa normalekvationen med sin

favoritmetod, och fa fram k = 1/2 och m = 3/2. Linjen &rda ¢:y = (3 +x)/2.

7. De relevanta matriserna ar

3 19 —11 19 3 —11
A:[2 13]’ Al:[ 11 13]’ A22{2 11]'

Determinanterna beraknas:

det(A) = 3 12‘:3-132-19:1,
det(A;) = _ﬂ 12 ‘ =11(~1-13-19-1) = —32- 11 = —352,
det(Ay) = 2 _ﬂ ‘ =11(3-1—(—1)-2) = 55.
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Eftersom det(A) # 0 har systemet en unik 16sning, och Cramers regel ger

8. (a)

(b)
(c)

. det(Al) .

R R
o det(Ag) _

Ty = det(A) = 55.

Sant. Om v och w inte &r parallella, sa spanner de upp ett plan, och alla normaler
till ett plan (bl.a. u och v x w) &r parallella. Om v och w &r parallella sa ar
v X w = 0, och nollvektorn &r parallell med alla vektorer.

Falskt. Vi har (u+v) - (u—v) = |Jul|? — ||v||?, s& det ricker att ange tva vektorer
av olika langd for att hitta ett motexempel.

Sant. Vektorerna u,v,u X v ar linjirt oberoende, eftersom de inte ligger i samma
plan. Da spanner de tre vektorerna upp hela rummet, och w &r en linjarkombination
av de tre. Algebraiskt kan vi sdga att Az = w har en unik 16sning, dar

o
A= u v uxv |,
.

eftersom de tre kolonnvektorerna ar linjart oberoende.
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