Matematiska Vetenskaper 2023-08-23 EM

Chalmers Tekniska Hogskola Examinator: Tony Johansson (1069)
MVEG75 — Algebra
Tentamen

Totalt 50 podng. Till poangen pa tentamen adderas dina bonuspoéng i
efterhand.
20p ger trea, 30p ger fyra, 40p ger femma.

Uppgifterna ar inte ordnade i svarighetsgrad.

Inga hjialpmedel tillatna. Motivera dina svar val.

1. (5p) Hitta alla 16sningar  med —7 < z < 7 till

1
cos(m/6 — 2x) = 3

2. (4p) Los den komplexa ekvationen (2 + i)z — (2 + 2)i = 4.

3. (5p) Berékna determinanten

5 =2 3 6 0
0 -3 41 4
0 0 -2 7 2
5 =2 3 8 2

5 =2 3 6 3

Tips: Gausseliminering kan anvandas for att forenkla determinanter.

4. (242+2p) Avgor invers, eller visa att invers saknas, for f6ljande matriser.

2 4 3 1 a —a
A:[s 6]’ B:[z 2]’ C:[a a]’ a7 0.

5. (6p) Ortogonalprojektionen av punkten P : (5,—2,3) i ett plan 7 ar
@ :(1,0,4). Ange en ekvation for planet 7.

6. (6p) Hitta en minstakvadratlosning till ekvationssystemet

z —y = 2
T = 4
r +y = 5

7. (8p) Anvand Cramers regel for att 19sa ekvationssystemet

211 +x9 —x3 = 0
3£U1 —x9 = -1
r1 +2x9 —x3 = 1

OBS. For full poang maste din losning innehalla berdkning av alla
determinanter som behovs for att anvinda Cramers regel.
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8. (3+3+4p) Ange om foljande pastaenden ar sanna eller falska i allménhet
for tredimensionella vektorer u, v, w. Om pastaendet ar sant behdver du
ge en kort motivation (algebraisk eller geometrisk), och om det ar falskt
behover du ge ett motexempel. Pa varje del ger rétt svar (Sant/Falskt)
ett podng, och ovriga poang ges for motexempel eller motivering.

(a) Vektorerna u + v,u + 2v och 2u + v ar linjért beroende.

(b) Vektorn u — (u - v)v &r ortogonal mot v.

(c) Om determinanten
L
uvow
L

ar lika med noll, s& ar w en linjairkombination av u och v.
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Losningar
1. (5p) Hitta alla 16sningar  med —7 < z < 7 till
1

cos(m/6 — 2x) = 3

Losning. Vi har generellt att
cosx =y <= x = Farccosy+ k2w, keZ.

Eftersom arccos(1/2) = /3, sa har vi da
cos (z - 2:1:) = L
6 2

@»%—Qx:igﬂc-zw, kel

Vi far tva olika grupper av losningar, en for plustecknet och en for
minustecknet. Plustecknet ger

%—2{5:%—%]@'2%, keZ
<:>x:—1—|—k-7r, k € Z.

12

De tva losningar som faller i intervallet —7m < = < 7 & —7/12 och
m—m/12 =11xw/12.

Minustecknet ger

%—Qx:—g—i-kz-%', keZ

<:>:U:g+k:-7r, k e Z.

Har far vi 16sningar /2 och —7/2 i det relevanta intervallet.
Svar: —n /2, —7n/12,7/2,117w/12.
2. (4p) Los den komplexa ekvationen (2 + i)z — (2 + 2)i = 4.
Losning. Ansétt z =z + yi med z,y € R. Da ar
(2+i)z—(2+2)i=4

=2+ (z+yl) - 24+z—yi)i=4
=2 4 2yi 4 wi + yi? — 2 —xi+yit =4
—2rx+2yitri—y—2i—xi—y=4
—(2x—2y)+ 2y —2)i=4.

Genom att identifiera real-och imaginardelar far vi ekvationssystemet

2r 2y = 4
2y = 2

med entydig 16sning x = 3,y = 1. Svaret ar da z = 3 + 1.
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3. (5p) Berdkna determinanten

5 =2 3 6 0
0 -3 41 4
0 0 -2 7 2
5 =2 3 8 2
) 6 3

-2 3

Tips: Gausseliminering kan anvandas for att forenkla determinanter.

Losning. Om vi adderar en multipel av en rad till en annan sa férandras
inte determinanten. Genom att subtrahera forsta raden fran fjarde och
femte far vi da

5 =2 3 6 0 5 =2 3 6 0
0 -3 4 1 4 0 -3 41 4
0o 0 -272|=/0 0 -2 7 2
5 =2 3 8 2 0 0 0 2 2
5 =2 3 6 3 0O 0 00 3

Determinanten av en triangular matris ar produkten av diagonalelementen,
sa determinanten &r

5(—3)(—2) -2 -3 = 180.

4. (242+2p) Avgor invers, eller visa att invers saknas, for f6ljande matriser.

2 4 3 1 a —a
A:[?) 6]’ 32[2 2]’ C:[a a]’ a#0.

Losning.  Strategin &r att skriva [A | I] och eliminera tills det star

(7] A,
2 4]1 0 2 4 10
3 60 1 0 0[-3/2 1]

Héar har vi fatt en nollrad, och slutsatsen ar att A ej ar inverterbar.

5 2o 1]
s -21~ [543 4]
(@ea@-on| 5 35 3
(@ = @/1z oo ) = e/~ [ 3 ] 12 V]
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Sa

L 12 —14] 1] 2 1
Bl_[—1/2 3/4]_4[—2 3]
Slutligen, anta att a # 0. Da ar
a —a|l 0}
L a al0 1
Weo-@~|5 7]
(@«2+0~ | % 0l ) 1]
{(a) ¢ (a)/2a och (b) + (b)/2a} ~ | | ?_}?;Z 532]

1[ 11
_1_7
¢ _Qa[—l 1}

Det kan underlétta att bryta ut a fran borjan.
. (6p) Ortogonalprojektionen av punkten P : (5,—2,3) i ett plan 7 &r
@ :(1,0,4). Ange en ekvation for planet 7.

Losning. En normal {6r planet © 4r n = Q? = (4,—2,—1), sa planets
ekvation ar 7 : 4o — 2y — z = d for nagot d. Eftersom @ € m, sa maste vi
da ha

d=4-1-2-0—1-4=0.
Det foljer att m: 4oz — 2y — 2 = 0.

. (6p) Hitta en minstakvadratlosning till ekvationssystemet

r -y = 2
T = 4
r +y = 95

Losning. Koefficientmatrisen A och hogerledet b ges av

1 -1 2
A=1]1 o, b=| 4
11 5

For att fa fram normalekvationen AT Az = ATH berdknar vi

1 -1
r, [ 111 [3 0
AA_{—101 L0 =0 2 )

-1 0 1

s[4 3]-11)
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Normalekvationen ar da

3x = 11
2y = 3

med 16sning (x,y) = (11/3,3/2). Detta &r minstakvadratlésningen.

. (8p) Anvind Cramers regel for att 16sa ekvationssystemet

211 4+r9 —x3 = 0
31‘1 —x9 = -1
r1 +2x90 —x3 = 1

OBS. For full podng maste din losning innehalla berdkning av alla
determinanter som behovs for att anvinda Cramers regel.

Losning. De relevanta matriserna (koefficientmatrisen, samt en matris
for varje kolonn utbytt till hogerledet) ar

(2 1 —1] 0 1 —1
A=|3 -1 0|, 4=|-1 -1 0],
12 -1 | 1 2 -1
(2 0 —1] (2 1 0
Ay=13 =1 0], A3=|3 -1 -1

11 -1 12 1

Determinanterna beréknas (vi borjar med A, fér om den ar 0 gar Cramers
regel inte att tillimpa):

det(A) =2+ (1) (=1) = 1:0-14+1-0-1—=1-3-(=1) + (=1)-3-2— (=1)(—1) -1
—2-040+3-6—1=-2,

det(Ay) =0 (=1)(=1)=0:0-241-0-1—1-(=1)(=1) + (=1)(=1)2 = (=1)(=1)1
=0-0+0-1+2-1=0

det(Ag) =2+ (=1)(=1) =2-0-140-0-1—0-3(=1) + (=1) -3+ 1 — (=1)(=1)1
—2-0+0-0-3—1=-2

det(As) = 2(~1)1 —2(=1)2+1(-1)1 —=1-3-1+0-3-2—0-(=1)- 1
= 244-1-340-0=-2.

Cramers regel ger da en unik l6sning;

= det(Al) _
T det(4)
o — det(AQ) .
27 det(4)
o det(Ag) _
3= et(A)

Losningssida 4



8. (3+3+4p) Ange om foljande pastaenden ar sanna eller falska i allménhet
for tredimensionella vektorer u, v, w. Om pastaendet ar sant behdver du
ge en kort motivation (algebraisk eller geometrisk), och om det ar falskt
behover du ge ett motexempel. Pa varje del ger rétt svar (Sant/Falskt)
ett podng, och ovriga poang ges for motexempel eller motivering.

(a) Vektorerna u + v,u + 2v och 2u + v ar linjért beroende.
(b) Vektorn u — (u - v)v &r ortogonal mot v.

(c) Om determinanten

I

u v ow

L

ar lika med noll, s& ar w en linjairkombination av u och v.
Losning.
(a) Sant. Alla ligger i planet som spanns upp av v och v. Vi kan skriva
1 1
u+v= g(u—l—Qv)—i—g(Qu—i—v).

(b) Falskt. Skaldrprodukten ger
ve(u—(u-v)r) =v-u— (u-v)fo]* = (1= [lv]*)(u- ).

Det ar alltsa bara sant om w och v ar ortogonala, eller v har lingd
1. Ta till exempel v = (2,0,0) och u = (1,0,0).

(c) Falskt. Ta till exempel v = v = (0,0,0) och w = (1,0,0), eller
vilket annat exempel som helst dar u och v &r parallella dar w = Au
saknar losning A € R.
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