Sfariska koordinater

De sfariska koordinaterna r, 6 och ¢ &r relaterade till de cartesiska koordi-
naterna z, y och z enligt

r = rsinfcos¢
y = rsinfsing
z = rcosf. (21)

Vi infoér motsvarande ortonormerade basvektorer e,, ey och ey sa att till
exempel e, pekar i riktning av okande r vid konstanta viarden pa 6 och ¢
(och alltsa ar ortogonal mot ytan dér r ar konstant medan 6 och ¢ varierar).
Det giller att

e, = egsinfcos¢+e,sinfsing + e, cost
eg = ezcosbcos¢+e,coslsing —e,sinf
e, = —e,sin¢g+e,coso. (22)

Ovning: Uttryck de sfiriska koordinaterna r,  och ¢ i de cartesiska koor-
dinaterna x, y och z. Uttryck de cartesiska basvektorerna e,, e, och e, som
linjarkombinationer av de sfariska basvektorerna e,, ey och ey.

Ovning: Uttryck ortsvektorn r fér en punkt P som en linjirkombination
av de sfariska basvektorerna e,, ey och e, med koefficienter som beror pa
punktens sfiriska koordinater r, # och ¢.

Uppgift: Goteborg och Mekka har sfiriska koordinater 05 ~ 32,3°, ¢g =~
12, 0° respektive 0y, ~ 68,6°, ¢pr ~ 39,8°. I vilken béaring (vinkel i horison-
talplanet relativt nordriktningen) ligger Mekka sett fran Goteborg?
Ledning: Lat u och v vara vektorer i horisontalplanet genom Géteborg sa att
u aven ligger i planet genom jordens centrum, Géteborg och nordpolen och
v ligger i planet genom jordens centrum, Goteborg och Mekka. Den sokta
béringen « dr vinkeln mellan u och v.
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Falt

En funktion av laget i rummet (ofta representerat genom motsvarande ortsvek-
tor r med avseende pa origo O) kallas i det hiar sammanhanget ofta for ett falt.

Om funktionsvérdena ar skalarer eller vektorer har vi ett skalarfélt respektive

ett vektorfalt. Ett skalarfdlt kan visualiseras genom sina olika nivaytor dér

féltet antar ett konstant virde. Ett vektorfilt kan visualiseras genom sina

faltlinjer, som &r kurvor som Overallt &r parallella med féltet.

Exempel: Viderleksrapporten ger vilkdnda exempel pa falt: Vid en viss tid-
punkt utgor temperaturen och vindstyrkan som funktion av ldget ett skalér-
falt respektive ett vektorfilt. Temperaturens nivakurvor kallas for isotermer
och faltlinjerna askadliggoér de kurvor som till exempel en ballong som driver
i vinden skulle folja.

Exempel: En elektrisk punktladdning q i origo alstrar en elektriskt potential
som ges av skalarfaltet
1
By 4L
dreg |r|

dér den sé kallade elektriska konstanten €y ~ 8.85 - 10712 F /m.

(23)

Ovning: Uttryck ®(r) i

a) de cartesiska koordinaterna x, y och z.
b) de cylindriska koordinaterna p, ¢ och z.
c) de sfiriska koordinaterna r, 6 och ¢.

d) Skissera nivaytorna.

Exempel: Punktladdningen i exemplet ovan kan ocksa beskrivas genom en
elektrisk faltstyrka som ges av vektorfiltet

1 (24)

~ dre, |3

E(r)

Ovning: Uttryck E(r) som en linjirkombination av

12



a) de cartesiska basvektorerna e,, e, och e, med koefficienter som beror av
x, y och z.

b) de cylindriska basvektorerna e,, e, och e, med koefficienter som beror av
p, ¢ och z.

c) de sfariska basvektorerna e,, €y och e4. med koefficienter som beror av r,
0 och ¢.

d) Skissera féltlinjerna.

Exempel: En elektrisk dipol i origo med dipolmoment p kan konstrueras
genom att placera punktladdningar +¢ och —¢ i punkter med ortsvektorerna
%}p och —QLqp och sedan ta griansen ¢ — oo. Den elektriska potentialen i
punkten med ortsvektorn r ges da av

. q 1 q 1
Ameg |r — %}p| dmey |r + %qp\’

O(r) (25)

dér bidragen fran de tva punktladdningarna har erhallits genom att forskju-
ta motsvarande uttryck for en punktladdning i origo med vektorerna ip

respektive —2—1qp. For att kunna ta grinsen ¢ — oo, det vill sdga % — 0, gor

vi en potensserieutveckling i %:

1 1 1\
- — r — — c(r— —
[t — 5P| (( 2 2qp))
1 —1/2
= (r-r—gr-p%—(’)( ))

_ lr-p 1.\ V2
— . 1/2 1—- 2 _
(r-r) ( JTor +(9(q2))

_ i<1+i2+0(1)>. (26)

| 2r-r 7

]| =

Pa samma satt far vi att



1 r-p 1
- _— T X L0=
4mey |r|? + (q>
r-p
—_— 28
4meq |r)? (28)
da ¢ — oo. Potentialen for en elektrisk dipol p i origo ar alltsa
1 r-p
b=——"" 29
Amey |r]3 (29)

Ovning: Uttryck den elektriska potentialen for en elektrisk dipol i origo med
dipolmoment p riktad lings med z-axeln (alltsd med p = pe,)

a) 1 cartesiska koordinater

b) i cylindriska koordinater

c) 1 sfariska koordinater.

d) Skissera nivaytorna.

Ovning: Bestdm den elektriska faltstyrkan E(r) for en elektrisk dipol i origo
med dipolmoment p genom att placera punktladdningar +q och —¢q i punkter
med ortsvektorerna 2—1qp och —ip och sedan ta gransen ¢ — oo.

Ovning: En elektrisk strom I flyter genom en oéndligt lang rak ledare genom
origo i riktningen som ges av enhetsvektorn n. Den magnetiska faltstyrkan
B(r) ges da av

ol nxr

27 ]2 — (n-r)?’

B(r) = (30)
dér pg ~ 1.26 x 107° H/m dr permeabiliteten for vacuum.

a) Uttryck B i ett lampligt koordinatsystem.

b) Skissera féltlinjerna.
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