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1 Skalarer och vektorer

Skalarer

En skaldr beskrivs av ett enda positivt eller negativt tal.

Vi betecknar skaldrer med sma eller stora grekiska eller latinska bokstéver:
¢, a, L,.... En skaldr kan vara dimensionlos, som till exempel forhallandet
mellan en cirkels omkrets och diameter m = 3.1415... eller sannolikheten
0 < p <1 for att en stokastisk process skall fa ett visst utfall. Den kan ocksa
ha en enhet, som till exempel ett systems energi F eller temperaturen 7' vid
nagon viss tid och punkt i rummet (med enheterna Joule J respektive Kelvin

Vektorer

En vektor beskrivs av sin storlek, som i sig ar en positiv skaldr, och av sin
riktning i rummet.

Det ar viktigt att man alltid har klart for sig om en viss storhet &r en
skalédr eller en vektor, och darfor dr det lampligt att anvinda en notation
dér detta framgar. I det har materialet kommer vektorer att betecknas med
fetstilta bokstaver: ¢, €2, a, L, .... Nar man skriver fér hand kan man istél-
let dubbelteckna nagon del av bokstaven. En annan vanlig beteckning for
vektorer dr att istéllet anviinda ett streck over bokstaven: ¢, Q, @, L, .. ..

Storleken av en vektor &r, som sagt, en (positiv) skaldr, och betecknas
allmént genom att vi omger vektorsymbolen med tecknen |...|. Ofta vill vi
forstas infora en bokstavssymbol for denna skaldr, och da &r det praktiskt
att anvinda den icke fetstilta versionen av vektorns symbol. Vi skriver alltsa
¢ =19,Q=[Q,a=|a|,L=|L|,...

Det grundlédggande exemplet pa en vektor far vi genom att betrakta den
riktade strackan fran en punkt A till en annan punkt B i rummet. Detta
definierar en vektor, som vi kan beteckna AB. Observera att om C' och D
ar tva andra punkter i rummet sa ar naturligtvis den riktade strickan fran
A till B inte det samma som den riktade striackan fran C' till D, men det
kan dnda vara s att motsvarande vektorer 6verensstimmer: AB = C'D. En
vektor har alltsa i sig varken nagon start- eller slutpunkt i rummet. Man
brukar séga att en vektor ar en ekvivalensklass av riktade strackor i rummet,
dar tva striackor ar ekvivalenta om de ar parallella och har samma storlek
(langd).



Ett viktigt specialfall &r ortsvektorn OA for en punkt A i rummet med
avseende pa en referenspunkt O (origo). Ofta betecknar vi en sddan ortsvek-
tor som r (eller kanske x), kanske med ett tillagt index r for att markera
vilken punkt den avser.

I allménhet har dock en vektor ingenting att gora med forflyttningar
mellan nagra punkter i rummet. Ett exempel ar hastighetsvektorn v = r
for en punkt P med den tidsberoende ortsvektorn r (med avseende pa en
fix referenspunkt O). Att vi sedan dnda i figurer ofta representerar en sadan
vektor (som har enheten meter per sekund m/s) med en pil (vars storlek har
enheten meter m) dr en annan sak...

Ytterligare exempel pa vektorvéirda storheter i mekaniken ar acceleration
a, rorelsemingd p och rorelseméngdsmoment L (med enheterna m/s?, kgm /s
respektive kgm?/s). I elliran har vi bland annat elektrisk och magnetisk
faltstyrka E och B (med enheterna Volt per meter V/m respektive Tesla T).

Vektoralgebra

Givet en vektor u och en skaldr o sa kan vi bilda en ny vektor au. Om o > 0
sa &r au parallell med u och har storleken |au| = a|u]. Om « < 0 sa &r au
istdllet antiparallell med u och har storleken |au| = —alul.

Exempel: Vektorn a = ﬁa ar enhetsvektorn (det vill sdga den har stor-

leken |a| = 1) som é&r parallell med a. (Ofta anvinder vi symboler med en
cirkumflex " for att markera enhetsvektorer.)

Givet tva vektorer u och v sa kan vi bilda en ny vektor u 4+ v. Denna
operation kan visualiseras genom parallellogramregeln: Om u och v har di-
mensionen ldngd, och alltsa kan representeras genom pilar mellan punkter i
rummet, sa later vi pilen for v borja dar pilen for u slutar. Pilen fér u + v
borjar da i samma punkt som pilen f6r u och slutar i samma punkt som pilen
for v. Storleken |u+ v| av u + v begrénsas av triangelolikheten:

[ = vl < Ju v < Jul + V] (1)

(Har betecknar de yttre |...|-tecknen i vénsterledet absolutbeloppet av den
skaldra storheten innanfor.)

Ovning: Vad &r villkoren pa u och v for att den viinstra respektive hogra



olikheten i triangelolikheten skall vara en likhet?

Mer allmént sa kan vi givet tva vektorer u och v och tva skaldra koeffici-
enter o och 3 bilda en ny vektor au + fv genom linjarkombination. Denna
operation uppfyller de rékneregler som man kan forvinta sig utifran den sug-
gestiva notationen (multiplikation av en skaldr med en vektor och addition
av tva vektorer), och vi avstar fran att diskutera detta i detalj.

Skalarprodukten

Det finns tva olika satt att multiplicera vektorer a och b med varandra. Den
forsta sattet kallas for skalarprodukt eftersom resultatet ar en skaldr, och
betecknas a - b. (Ett alternativt namn &ar dot-produkt.) Det géller att

a-b = [a|[b]cos ¢, (2)

déar ¢ ar vinkeln mellan vektorerna a och b, och operationerna i hogerledet
dr vanlig multiplikation mellan de tre skaldrerna |al, |b| och cos ¢. Skalérpro-
dukten uppfyller vad man férvintar sig av en multiplikation, och vi noterar
bara sarskilt att ordningen mellan faktorerna inte spelar nagon roll:

a-b=b-a. (3)

Exempel: Givet en vektor b # 0 sa kan en godtycklig vektor a entydigt delas
upp enligt a = a| +a, dar komposanterna a; och a, ar parallell respektive
ortogonal mot b. Komposanterna ges av

a-b
= —b
) b-b -
a-
a|; = a—ﬁb (4)

For att kontrollera detta resultat noterar vi att komposanternas summa ar
lika med a, att a ér parallell med b och att a; - b = 0, vilket betyder att
a; dr ortogonal mot b. Notera dven att aj - b = a- b, vilket betyder att a
och a har samma projektion i riktningen som ges av b.

Ovning: Visa cosinusteoremet

¢ = a® + b*> — 2abcos ¢, (5)
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dér a, b och c ar sidlangder i en godtycklig triangel och ¢ ar vinkeln mellan
de tva forsta sidorna.

Ovning: Givet tva vektorer a och b som inte &r parallella eller anti-parallella
och en godtycklig vektor c, bestdm projektionen ¢’ av ¢ pa det plan som
spanns upp av a och b.

(Ledning: Vektorn ¢’ kan skrivas som en linjirkombination av a och b med
skaldra koefficienter x och y. Dessa koefficienter ar entydigt bestamda av de
tva villkoren att ¢’ och ¢ skall ha samma skalarprodukter med a och att ¢’
och c¢ skall ha samma skaldrprodukter med b. Skillnaden mellan ¢ och ¢’ ar
ju en vektor ¢, som dr ortogonal mot bade a och b.)

Ovning: Givet tre linjért oberoende vektorer A, B och C, konstruera en
vektor X som bildar samma vinklar med A, B och C.

(Ledning: Vektorn X dr bara bestdmd upp till en multipel. Skriv den som en
linjarkombination av A, B och C med okénda koefficienter. Férenkla dina
slutliga uttryck sa att man tydligt ser symmetrin mellan A, B och C.)

Vektorprodukten

Det andra sattet att multiplicera vektorer med varandra kallas for vektorpro-
dukt, eftersom resultatet &r en vektor, och betecknas a x b. (Ett alternativt
namn &r kryss-produkt.) Vi beskriver denna vektor genom att ange dess
storlek och dess riktning i rummet. Storleken ges av

|a x b| = [a]|b]sin ¢, (6)

déar ¢ fortfarande &ar vinkeln mellan vektorerna a och b, och operationerna
i hogerledet ar vanlig multiplikation mellan de tre skaldrerna |a|, |b| och
sin ¢. Riktningen i rummet for a x b &r sadan att den &ar vinkelrdt mot
bade a och b, och att de tre vektorerna a, b och a x b (i den ordningen!)
bildar ett hogersystem. (Om a och b ar parallella eller anti-parallella fungerar
inte denna definition av riktningen, men da &r ¢ = 0 respektive ¢ = 7 sa
att sing = 0 och saledes a x b = 0.) Aven vektorprodukten uppfyller vad



man forvantar sig av en multiplikation, men notera att ordningen mellan
faktorerna hér spelar en roll:

axb=-bxa. (7)

Exempel: Lat a, b och c vara vektorer langs med sidorna i en parallellepiped.
Vektorn b x ¢ &r vinkelrdt mot planet som spanns upp av b och ¢, och
dess storlek ges av arean av parallellogrammet med sidorna b och c. Den
sa kallade skaldra trippelprodukten a - (b x ¢) ges da av (plus eller minus)
parallellepipedens volym. Denna volym &r naturligtvis oberoende av sidornas
ordning, vilket ger likheterna

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb). (8)

Exempel: Lat a, b och c vara tre godtyckliga vektorer. Vektorn b x ¢ ar pa-
rallell med normalen till det plan som spanns upp av b och c. Den vektoriella
trippelprodukten a x (b x c¢) &r vinkelrdt mot denna normal och dérfor en
linjarkombination av vektorerna b och c. For att bestamma koefficienterna
i denna linjarkombination noterar vi att trippelprodukten ar trilinjar i a, b
och ¢ samt att den byter tecken under utbyte av b och c. Vi avvaktar lite
med det fullstdndiga beviset, men resultatet ar att

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c. (9)

Ovning: Visa att

(AxB) - (CxD)=(A C)B-D)- (A -D)B-C). (10)




Ortonormerade baser

En ortonormerad bas bestar av tre inbordes ortonala enhetsvektorer e, e
och e3. Skaldrprodukterna mellan dem ges alltsa av multiplikationstabellen

€e; €y €3
ee. 1 0 0. (11)
€ 0 1 0
(S31 0 0 1

Ofta paldgger vi dven villkoret att ej, e; och es (i den ordningen) skall
utgora ett hogersystem (en hogerortonormerad bas eller HON-bas), och da
ges vektorprodukten mellan dem av multiplikationstabellen

X (S3] €9 €3
(S31 0 €3 —e2 , (12)
€9 —es3 0 (S31
€3 €9 —€eq 0

dér den forsta kolumnen betecknar den vinstra faktorn och den forsta raden
betecknar den hogra faktorn.

En godtycklig vektor v kan nu entydigt utvecklas som en linjarkombina-
tion av dessa med koefficienter vy, vy och vs:

V = v1€; + U2e9 + vses. (13)

(Vi kan &ven skriva detta som v = v; + vy + v3 dér vektorerna v; = vieq,
vy = 19€s och v3 = vzes kallas for komposanter av vektorn v i riktningarna
ey, ey och e3.)

Ovning: Bevisa formeln ovan for den vektoriella trippelprodukten genom
att utveckla vektorerna a, b och c i en hégerortonormerad bas e, e; och es.

Det finns oéndligt manga val av hogortonormerade baser. En vélkdnd
algoritm for att konstruera en sadan bas utgaende fran tre godtyckliga linjart
oberoende vektorer u;, uy och us kallas fér Gram-Schmidt processen: Vi
véljer basvektorn e; som enhetsvektorn parallell med u;. Sedan véljer vi
basvektorn e; som enhetsvektorn parallell med den komposant av u, som ar
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ortogonal mot u;. Slutligen véljer vi basvektorn es som enhetsvektorn som
ar ortogonal mot planet som spénns av u; och u,.

Ovning: Fundera pa vad som hidnder om man forsoker genomféra Gram-
Schmidt processen utgaende fran tre vektorer u;, us och uz som é&r linjart
beroende.

Ovning: Om ey, e, och ey ér en hogerortonormerad bas sé kan tre godtyck-
liga vektorer e}, €, och €} utvecklas i denna enligt ovan:

e, = myie; + mia€s + Mmizes
/
€y = Mmo1€1 + Myr€s + Mazes
/
€3 = MMaz31€; + M32€2 + M3szes. (14)

Vad ér villkoret pa koefficientmatrisen

mi; My M3
m = Mo1 Moy Mas (15)
m31 M3z 1M33

for att dven €/, €}, och e} skall utgora en hégerortonormerad bas?




