4 Integraler

En integral, till exempel det fran endimensionell analys vilkdnda uttrycket
f; f(z)dzx, ar specifierad av en integrand f(x), som multipliceras med ett
integrationsmatt dx och darefter integreras over ett omrade a < z < b.
Integranden, multiplikationen, integrationsmattet och integrationsomradet
kan alla generaliseras pa olika sétt. Vi nojer oss med att beskriva de viktigaste
fallen.

Kurvintegraler

Ett vektorfialt F kan skaldrmultipliceras med ett linjeelement dr (tolkat som
en infinitesimal fordndring av ortsvektorn r) och integreras lings med en

kurva « i rummet:
/ F . dr. (62)
.

I allménhet beror integralen pa den exakta kurvan -, inte bara pa dess and-
punkter. En vilkdnd tillampning fran mekaniken ar arbetet som utréattas vid
forflyttning lings en kurva v i ett kraftfalt F.

Vi aterfor kurvintegralen pa en vanlig integral genom att inféra en para-
meter s som varierar i ett intervall a < s < b nér ortsvektorn r(s) genomloper
kurvan ~. Vi har da

/ F(r) - dr = / F(r(s))-d:g) ds. (63)

Linjeelementet dr kan uttryckas i cartesiska, cylindriska eller sfiriska koordi-
nater:

dr = eydr+e,dy+e.dz
e,dp+eypdp+e,dz
= e.dr + egrdf + eyrsin Ode. (64)

Exempel: Integralen av kraftfaltet F = ye, moturs 6ver halvcirkeln v som
ges av 2% + y* = p?,y > 0,2 = 0 beriknas enkelt genom att anviinda para-
metriseringen x = pycos @, y = ppsing, 0 < ¢ < m:

/F ~dr = / posin g e, - (—eyposin ¢ do + e,pg cos ¢ do)
¥ 0
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Om vi istéllet integrerar lings den réta linjen fran (z,y,z) = (po,0,0) till
(x,y,2) = (—po,0,0) dér F = 0 s blir naturligtvis integralen noll.

Ovning: Visa att arbetet som utréttas av tyngdkraften F = G":1—2Mer nar en
kropp med massa m forflyttas fran jordytan med radie » = rq till en punkt pa
avstandet » = r; fran jordens centrum ar oberoende av vilken kurva kroppen
foljer och berékna detta arbete. (Hér &r G gravitationskonstanten och M &r

jordklotets massa.)

Exempel: Vi berdknar integralen av den magnetiska féltstyrkan (30) lings
en cirkel med centrum i origo och radie py i ett plan vinkelrdt mot enhets-
vektorn n. I cylindriska koordinater med e, = n har vi

I
B = L% (66)
2m p

Cirkeln v kan parametriseras med vinkeln ¢ sa att dr = e,p d¢. Vi far da
2m
/ B.dr = / pol |
. 0o 2m
= ol (67)

oberoende av radien py.

Ovning: Beriikna integralen av den magnetiska faltstyrkan (30) lings en
kvadrat med centrum i origo och sidlangd 2a i ett plan vinkelrdt mot enhets-
vektorn n.
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Ytintegraler

Normalkomponenten av ett vektorfalt j kan integreras 6ver en yta D:

/D j-nds, (68)

dér dS ar ett infinitesimalt ytelement med enhetsnormal n (som i allmén-
het varierar 6ver ytan D). For en sluten yta dr konventionen att vélja den
utatriktade enhetsnormalen. Ibland infér vi beteckningen dS = ndS for det
vektoriella ytelementet sé att integralen kan skrivas | pd - dS.

Om j till exempel dr en elektrisk stromtéithet (enhet A/m?) s& ér j-n
dess komponent vinkelrdat mot ytelementet, och integralen representerar den
totala strommen som flyter genom ytan D.

Vi kan berakna integralen genom att parametrisera ytan D med para-
metrar s och ¢t. Vi har da det vektoriella ytelementet

or Or
ds = <Ei; X E;E) ds dt. (69)

Exempel: Vi berdknar integralen av det konstanta vektorfiltet v = ve, over
halvsfiren D som ges av 22 + y? + 22 = 2, 2 > 0: Vi kan parametrisera ytan
med sfériska koordinater 0 < # < 7/2 och 0 < ¢ < 27 och far da

w/2  p27
/ v-ndS = / / vez-errg sin 6 df d¢o
D 0 0

T 2m
= / / vrg cos 0sin 0 df do
o Jo
= morg. (70)

Exempel: Vi berdknar integralen av det elektriska féltet (24) fran en punkt-
laddning i origo 6ver en sfar S med radie rg och centrum i origo:

/E-ndS - 1 /e—g-ers
S 47T€0 s T

|
= L [ —as

ey Jg 1?2
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oberoende av radien ry.

Ovning: Beriikna integralen av det elektriska filtet (24) fran en punkt-
laddning i origo 6ver det kvadratiska omrade D som ges av —a < x < a,
—a<y<a,z=a.

Volymintegraler

Ett skalarfdlt A kan integreras 6ver en volym €2:

/Q)\dV. (72)

Om vi parametriserar €2 med parametrar s, t och u sa ges det volymselementet
dV av

dV —
dt du

Mer specifikt sa kan det uttryckas i Cartesiska, cylindriska eller sfariska ko-
ordinater:

- % : (dr X @> ds dt dv. (73)

dV = drdydz
pdpdodz
= r*sinfdrdddo. (74)

Exempel: Antag att luftens densitet p varierar som p = poe™"/%, dér py
och a ar konstanter och r ar avstandet till jordens medelpunkt. Den totala
massan av luften i volymen 2 utanfor radien rq dr da

m = /pdV
Qoo ™ 2
= / / / poe "2 sin O dr dO d¢
0 0 0
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= dmpee"0%(2a® + 2aPry + arl). (75)

Ovning: Antag att luftens densitet p varierar som p = poe=*/?, dér py och a

ar konstanter och z dr en vertikal koordinat. Berdkna den totala massan av
luften i den sfiriska volymen z? + y* + 22 < ri.
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