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Matematiska vetenskaper

Tillampningar i matematik med PYTHON

1 Inledning

Det finns tre sprak som ar vanliga att anvanda nar man utfér numeriska och tekniska berdkningar.
Dessa ar MATLAB, PYTHON och OCTAVE. MATLAB skapades pa tidigt 1980-tal av Cleve Moler!
och ar en miljo for tekniska och numeriska berakningar. PYTHON &r ett programsprak som lanser-
ades forsta gangen 1991 av Guido van Rossum?. OCTAVE ér en miljo for numeriska berdkningar
och skapades fran borjan som en fri kopia av MATLAB, det gor att OCTAVE och MATLAB ér
valdigt lika varandra. PYTHON och OCTAVE ar s.k. fri programvara och du kan fritt ladda hem
dem till din egen dator fran natet. PYTHON har hemsida www.python.org och OCTAVE har hem-
sida https://octave.org. MATLAB ar licensierad programvara, men Chalmers prenumererar pa
licenser for alla studenter och anstéillda pa Chalmers, darfor kan du aven fritt ladda ner MATLAB
till din egen dator sa lange som du ar student pa Chalmers. MATLAB ags av foretaget Mathworks
som har hemsida https://www.mathworks. com.

Alla tre spraken bygger pa programspraket C och anvander funktioner fran paketen Linpack och
LAPACK for numeriska berdakningar. MATLAB ar éldst av de tre spraken och fortfarande den mest
tongivande miljon nér det galler numeriska berdkningar, &ven om PYTHON och OCTAVE numera
ocksa ar véldigt stora.

Nedan féljer laborationen Tillampningar i matematik med MATLAB en gang till, fast denna gangen
med tillampningar i PYTHON. Jag har skrivit MATLAB-koden och PYTHON-koden brevid varandra

sa att du ska kunna jamfora de tva spraken. Mycket ar likt, men en hel del detaljer skiljer sig at.
Du far garna losa uppgifterna nedan i PYTHON, men det ar helt frivilligt.

2 Nollstallen

En 16sning z* till en ekvation f(x) = 0 kallas ett nollstélle eller en rot. Om vi inte kan fa fram
nagon formel for att l0sa en ekvation sa kan vi berdkna en approximation med t.ex. Newtons
metod: Antag att xj dr en approximation av ett nollstélle till ekvationen f(x) = 0. F0lj tangenten
i punkten (zy, f(zx)), dvs.

y = flax) + (@) (@ — 23)
ned till z-axeln (y = 0) och tag skdrningspunktens z-koordinat
(k)

Tt =R [ ()

som en ny approximation av nollstallet.

'https://en.wikipedia.org/wiki/Cleve Moler
’https://en.wikipedia.org/wiki/Guido_van_Rossum



Exempel 1. Vi skall anvianda Newtons metod for att berakna nollstallena till funktionen

f(z) = cos(z) — x
Vi borjar med att rita en graf av funktionen sa att vi ser hur manga nollstallen vi har och ungefar
var de ligger.
Vi beskriver funktionen och ritar grafen med
MATLAB

PyTHON
>> £=0(x)cos (x)-x; >>> import numpy as np
>> x=linspace(-10,10); >>> import matplotlib.pyplot as plt

>> plot(x,f(x)) >>> def f(x):
return np.cos(x)-x
>>> x=np.linspace(-10,10,100)
>>> plt.plot(x,f(x))
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Fran grafen till hoger, som ar over ett lite mindre intervall, ser vi att vi har ett nollstéille nara
xo = 0.75 som vi tar som startapproximation for Newtons metod.

MATLAB PyTHON

>> Df=0(x)-sin(x)-1;
>> x=0.75;
>> kmax=10; tol=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-f (x) /Df (x) ;
x=x+h;
disp([x h])
if abs(h)<tol, break, end
end

>>> def Df(x):
return -np.sin(x)-1
>>> x=0.75
>>> kmax=10; tol=0.5e-8
>>> for k in range(kmax):
h=-f (x) /Df (x)
x=x+h
print(x,h)
if abs(h)<tol:
break



0.739111138752579 -0.010888861247421
0.739085133364485 -0.000026005388094
0.739085133215161 -0.000000000149324

I kolumnen till vénster ser vi xj-virdena och i den till hoger ser vi motsvarande f(xy)-varden.
Vi ser att vi far snabb konvergens, dvs. vi far snabbt ett noggrant resultat. Iterationen avbryts
eftersom vi har mer ar atta korrekta decimaler (felet mindre &n % x 1078).

Kommentarer till koden 1 PYTHON

Precis som i MATLAB kan man skriva kommandon i Console, men aven skapa skript med pro-
gramkod. I exemplen har jag markerat att vi skrivit i MATLAB’s Console med >> och i PYTHON’s
Console med >>>.

Spraket PYTHON &r ganska litet och man jobbar med paket som man inkluderar (jamfér med
MATLABs toolboxar). I paketet numpy finns manga av de matematiska funktioner vi anvinder i
samband med numeriska berdkningar. T.ex. de trigonometriska funktionerna, approximationer
till vanliga konstanter, t.ex. 7, e. Funktionerna i numpy fungerar for vektorer och matriser och héar
finns dven kommandon for att skapa vektorer och matriser. Om vi skriver

import numpy as np

far vi tillgang till funktonerna i numpy. Vi anropar de funktioner vi behover genom att skriva np.
framfor funktionsnamnen. I programexemplen ovan hittar du bla. anropen np.cos(x), np.sin(x)
och np.linspace(-10,10,100).

Paketet numpy har en egen hemsida dar alla kommandon finns dokumenterade: https://numpy.org.

I paketet matplotlib.pyplot finns funktioner for att rita figurer. N&ar man skapade paketet
sneglade man pa de funktioner som fanns i MATLAB for att skapa grafik. Manga av kommandona
i paketet har darfor samma namn och fungerar pa samma siatt som motsvarande kommando i
MATLAB. For att fa tillgang till funktionerna i matplotlib.pyplot &r det vanligt att man skriver

import matplotlib.pyplot as plt

Man nar sedan funktionerna i paketet genom att skriva plt. framfor funktionsnamnen. I pro-
gramexemplen ovan hittar vi anropet plt.plot(x,f(x)). Alla funktioner i matplotlib.pyplot
finns dokumenterade hemsidan: https://matplotlib.org.

Nér man definerar egna funktioner i MATLAB kan man gora det pa tva olika sétt, man definerar
en anonym funktion med hjalp av @, eller en extern funktion (function). I PYTHON definerar
man funktioner genom att anvianda ordet def och far da en funktion som ungefar fungerar som
en anonym funktion i MATLAB. For att beskriva vad funktionen returnerar anvander man ordet
return foljt av vardet som ska returneras. I exemplen ovan hittar vi t.ex funktionsdefinitionen

def Df(x):
return -np.sin(x)-1



Funktionen heter Df, den har en inparameter (x) och den returnerar (berdknar) sin(z) — 1. Ob-
servera att forsta raden maste avslutas med kolon (:). Andra raden i funktionen (funktionskrop-
pen) har dragits in nagra steg fran vénstermarginalen. Det kallas for att indentera. I PYTHON
avlsutas inte funktioner med end, utan man markerar var funktionen tar slut genom att sluta
indentera i programmet. Vi hittar exemplet

def Df (x):
return -np.sin(x)-1
x=0.75

i koden ovanfor. Raden x=0.75 tillhor alltsa inte funktionen, utan &r den rad som utfors efter att
funktionen definerats?.

I MATLAB-exemplen ovan hittar vi for-loopen

for k = 1:kmax

Variabeln k antar vardena 1,2, ... kmax allteftersom elementen i vektorn 1:kmax genomlops. 1
PYTHON skapar man en for-loop pa ungefiar samma satt:

for k in range(kmax):

Anropet range (kmax) skapar vektorn* med virdena® 0, 1,...kmax — 1. Observera att satserna inne
i for-loopen indenteras. Man markerar var loopen tar slut genom att sluta indentera satserna.

if-satser PYTHON fungerar och skrivs pa ungefar samma séitt som i MATLAB. I koden ovanfor
hittar vi

if abs(h)<tol:
break

Man skriver if foljt av ett villkor. Relationsoperatorerna ar de samma som i MATLAB, utom # som
skrivs '=1 PYTHON. Om man vill ha flervalsalternativ anvinder man elif som motsvarar elseif
i MATLAB. Precis som i loopar indenterar man satserna i respektive villkorsdel. Man markerar
att if-satsen tar slut genom att inte ldngre indentera. Observera kolonet (:) efter villkoret.

Uppgift 1. Lat f(z) = 2® — cos(4z). Los ekvationen f(z) = 0. Rita upp grafen till f for att
se var ungefar 10sningarna (skdrningspunkterna) ligger. Hur manga lésningar finns det? Lis av i
grafiken en forsta approximation av en losning for att sedan forbattra denna med Newtons metod.
Rita ut 16sningen med en liten ring. Upprepa tills du berdknat alla losningar till ekvationen.

30m funktionskroppen bara bestar av en rad kan man skriva: def Df(x): return -np.sin(x)-1
4Eg. ett itererbart objekt
50m vi istéllet skriver for k in range(1,kmax+1): far vi véirdena 1,2,...,kmax.



Fardiga program i MATLAB/PYTHON

Verktygsladan OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB har en funktion fzero som finner nollstélle
till en given funktion och anvands enligt nagot av alternativen

x=fzero(fun,x0) x=fzero(fun,x0,opts)

dar fun beskriver funktionen vi skall finna nollstallet till, xO ar en forsta approximation av
nollstallet eller ett intervall med teckenvaxling som omsluter nollstéllet vi soker. I senare fallet
kommer fzero garanterat finna en approximation av ett nollstéalle.

Alternativet med opts anvander vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall berdknas.
Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjalptexten.

Om vi skulle anvanda fzero for att berakna ett av nollstéllena i uppgift 1 skulle det kunna se ut
sa har

>> £f=0(x)x. 3-cos(4*x) ;
>> x0=-1;
>> x=fzero(f,x0)

I PYTHON kan vi anvénda funktionen fsolve fran paketet scipy.optimize som finner nollstalle
till en given funktion och kan anvindas enligt alternativen nedan®:

x=fsolve(fun,x0) x=fsolve(fun,x0,xtol=tol)

dar fun beskriver funktionen vi skall finna nollstallet till, xO ar en forsta approximation av
nollstallet. i

Alternativet med xtol=tol anvander vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall beréknas.

Om vi skulle anvanda fsolve for att berdkna ett av nollstallena i uppgift 1 skulle det kunna se ut
sa har

>>> import numpy as np
>>> from scipy.optimize import fsolve
>>> def f(x):
return x**3-np.cos (4*x)
>>> x0=-1
>>> x=fsolve(f,x0)

(Upphojt till skrivs ** i PYTHON, operatorn opererar elementvis. Punktnotation ., .*, ./ finns
inte i PYTHON).

Exempel 2. Kastbana utan luftmotstand (”Mer om funktioner och grafik i MATLAB” exempel
4) beskrivs av

y(x) =yo —

g v2sin(20)\° v sin?(0)
2 2 L= L
20§ cos?(0) 29 2g
dar gy ar utkasthojden, vy ar utkastfarten och 6 ar utkastvinkeln.

Hur langt nar kastet om vi tar yo = 1.85, vg = 10 m/s och § = 45°7

MATLAB: Vi beskriver kastbanan med en funktion

6Fler méjligheter finns, se dokumentationen for fsolve, https://docs.scipy.org.



function y=kast(x,y0,v,t)
g=9.81;
a=g/ (2xv~2xcos(t) "2); b=v"2*sin(2x*t)/(2*xg); c=v"2*sin(t) 2/ (2*g);
y=y0-a*x(x-b) . 2+c;

ritar graf med

>> y0=1.85; v0=10; t=45%pi/180;
>> x=linspace(0,14);
>> plot(x,kast(x,y0,v0,t), [x(1) x(end)], [0 0],’g’)

och I6ser y(z) = 0 med

>> x=fzero(@(x)kast(x,y0,v0,t),[11,12])
X -
11.7928

Lagg marke till hur vi anvander ett anonymt funktionshandtag for att fa med parametervirden.
Det ar bara x som fzero skall arbeta med.

PyTHON: Vi beskriver kastbanan med en funktion

import numpy as np

def kast(x,y0,v,t):
g=9.81
a=g/ (2xv*x2*np.cos (t)**2) ; b=v**2*xnp.sin(2xt)/(2xg); c=v*x*2x*np.sin(t)**2/(2*g)
return yO-a*(x—b)**2+c

ritar graf med

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>> y0=1.85; v0=10; t=45%np.pi/180

>>> x=np.linspace(0,14);

>>> plt.plot(x,kast(x,y0,v0,t),’b’, [x[0],x[-11],[0,0],’g’)

I PYTHON indexeras félt fran 0 och frammat (i MATLAB é&r forsta index 1). Dessutom anvénds
hakparenteser. Anropet x[0] avser forsa elementet i x och x[-1] &r det sista elementet i x. 1
MATLAB skriver vi x(1) respektive x(end).
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och 16ser y(z) = 0 med



>>> from scipy.optimize import fsolve

>>> x=fsolve(kast,11,args=(1.85,10,45*np.pi/180))
>>> print(x)

11.7928

Lagg marke till hur vi anvander inparametern args till £solve for att fa med parametervérden.
Det ar bara den forsta parametern, x, som fsolve skall arbeta med. Kommandot fsolve finns
beskrivet pa scipy.optimize hemsida, https://docs.scipy.org.

Uppgift 2. Rita den slutna kurva som i polara koordinater ges av

~ 2+4sin(30)
V/1+ exp(cos())
For vilka vinklar skar kurvan enhetscirkeln?

Ledning: Anvénd polara koordinater. Rita cirkeln och kurvan med plot. Las in startvirden pa
vinklar med ginput” och berikna sedan vinklarna noggrant med fsolve i PYTHON.

r(0)

3 Optimering

Vill vi minimera en funktion f(z) som &r deriverbar sa soker vi lokala minpunkter, t.ex. genom
att 10sa ekvationen g(x) = f'(z) = 0. Sedan far vi kontrollera om dessa &r lokala eller globala
minimum. Vill vi maximera funktionen sa finner vi maxpunkt genom att minimera h(z) = —f(z).

Det finns ocksa andra metoder som soker lokalt minimum till en funktionen. Vi beskriver inte
dessa nu utan nojer oss med att se vad MATLAB och PYTHON har for fardiga program.

Fardiga program i MATLAB/PYTHON

Verktygsladan OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB har en funktion fminbnd som finner lokal
minpunkt till en given funktion och anvénds enligt nagot av alternativen

x=fminbnd (fun,x1,x2) x=fminbnd (fun,x1,x2,0pts)

dar fun beskriver funktionen vi skall minimera, x1 och x2 ger ett intervall som omsluter minpunkten
vi soker. Alternativet med opts anvander vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall
berdknas. Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjalptexten.

I PyTHON kan vi anvanda funktionen fminbound fran paketet scipy.optimize.

Exempel 3. Vi soker lokala min- och maxpunkter till funktionen

1 1
Sy
(=037 +001 (=092 +004

fx) =

Vi borjar med att beskriva funktionen och rita dess graf med

MATLAB

"Det finns en motsvarighet till MATLABs ginput i paketet matplotlib.pyplot, som heter ginput. Om kom-
mandot kommer att fungera eller inte beror av vilken milj6 du anvander for att programmera PYTHON i, och hur
parametrar i den miljon ar instéllda.



>> f=0(x)1./((x-0.3).72+0.01)+1./((x-0.9).72+0.04)-6;
>> x=linspace(-1,2,300);
>> plot(x,f(x))

PyYTHON

>>> import matplotlib.pyplot as plt
>>> import numpy as np
>>> def f(x):
return 1/((x-0.3)**2+0.01)+1/((x-0.9)*x2+0.04)-6
>>> x=np.linspace(-1,2,300)
>>> plt.plot(x,f(x))

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Vi bestammer den lokala minpunkten enligt

MATLAB PYTHON

>> x=fminbnd(£,0.5,0.8) >>> from scipy.optimize import fminbound

X = >>> x=fminbound(£f,0.5,0.8)
0.6370 55> %

0.6370082119636189

Vi bestammer sedan de lokala maxpunkterna, genom att minimera h(x) = —f(z), med

MATLAB PYTHON

>> h=0(x)-f(x); >>> def h(x): return -f(x)
>> x=fminbnd(h,0,0.5) >>> x=fminbound(h,0,0.5)
x = >>> x

0.3004 0.30037710643864535

Pa motsvarande sétt bestdmmer vi den hogra maximipunkten.

Uppgift 3. I samband med studiet av diffraktion vill man scka lokala maximum till funktionen

sin?(u)

ylu) = ——

Hur manga lokala maximipunkter finns det? Bestdm den minsta (positiva) lokala maximipunkten
och motsvarande lokala maximivarde.



4 Integraler

Ibland kan man inte bestamma integraler exakt utan man far néja sig med att berdkna approxi-
mationer. T.ex. fol exp(z?) dz kan inte beriknas exakt, eftersom det inte finns ndgon anvindbar
primitiv funktion. Det kan ocksa vara sa att integranden bara ar kand i vissa punkter, t.ex. vi har
en serie med matdata.

Den geometriska tolkningen av integralen ff f(x) dx &r arean av ytan mellan grafen av integranden
y = f(z) och z-axeln, dvs. y = 0, mellan z = a och x = b.

Vi gor en likformig indelning av intervallet a < x <b

Q=T <T1 <Xy < <1 <T; < < Tp1<xTp=0>

sa att vi far n lika langa delintervall x; _; < x < x; med bredden h = b’Ta

Sedan delar vi upp integralen i en summa av delintegraler over varje delintervall

/ f(z)dx = Z xlf(:c) dx

Ti—1

3f ‘ .

y= f(z)
2r -
1k ,/r i
of L I

To=a Ti-1 X T, =0b
I I I I I I I I I

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Om vi approximerar f(z) med f(x;_1) iintervallen x; ; < x < x; far vi vanster rektangelregel

b n
/ f(z)dx =~ L, = th(xi_l)

3f ‘ .

y= f(z)
2r -
1F -
Or - -

To=a Tio1 Xy T, =0b
I I I I I I I I I

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Om vi approximerar f(x) med f(x;) i intervallen z; 1 < x < z; far vi héger rektangelregel

/ f(z)dr ~ R, = th(:cl)



3f : -

y=f(z)
2t i
1+ i
07 — o -

To=a Ti-1 X Tp =0
| | | | | | | | |

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Om vi approximerar f(x) med f(m;) i intervallen z;_; < = < x;, dir m; dr mittpunkterna i
intervallen, far vi mittpunktsmetoden

’ - Ti—1 +
/a f(x)da: ~ Mn = ;hf (T)

37 T T ]

~ v = f(x)
2r 4 -
1F -
Or o -

To=a Tio1 X T, =0b
I I I I I I I I I

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Dessa olika varianter &r Riemannsummor (med &; = x;_1, & = x; respektive § = m;).

Vi kan ocksa approximera integralen med medelvardet av vanster och hoger rektangelregel och far

da trapetsmetoden

b
[ @ =T, =375 (o) + )

=1

| r‘/\ '
O -

Namnet pa denna metod kommer fran de parallelltrapetser som approximerar i varje delintervall.

Antag att vi vill berdkna fol xsin(x) dr med vanster rektangelregel med n = 100.

Vi skulle kunna gora sa har

10



MATLAB

PyTHON

>> n=100; >>> import numpy as np
>> a=0; b=1; f=@(x)x.*sin(x); >>> def f(x): return x*np.sin(x)
>> h=(b-a)/n; >>> n=100; a=0; b=1
>> q=0; >>> h=(b-a)/n
>> for i=0:n-1 >>> g=0

X=ati*h; >>> for i in range(n):

q=q+hxf (x); x=a+i*h

end g=q+hx*f (x)

>> q >>> q

Vi kan generera en vektor av alla funktionsvirden f(z;) och sedan summerar dessa enligt

MATLAB PyTHON

>> n=100; >>> import numpy as np

>> a=0; b=1; f=@(x)x.%*sin(x); >>> def f(x): return x*np.sin(x)
>> x=linspace(a,b,n+1); >>> n=100; a=0; b=1

>> h=(b-a)/n; >>> x=np.linspace(a,b,n+1)

>> g=sum(h*f (x(1:n))) >>> h=(b-a)/n

>>> g=sum(h*f (x[0:n]))

Detta satt att organisera en berdkning kallas att vektorisera den, dvs. man genererar forst en eller
flera vektorer och utfor sedan den Onskade berdkningen pa dem. De elementvisa operationerna
.*x ./ .7 i MATLAB ar exempel pa vektoriserade operationer. I PYTHON ar motsvarande op-
eratorer *, / och ** elementvisa pa vektorer och matriser skapade med funktioner fran numpy.
(Vektorn x skapas ju med anropet x=np.linspace(a,b,n+1)).

Med funktionen sum summeras elementen i vektorn. Det finns &ven en funktion sum definerad
i numpy. Om vi istéllet vill anvanda den kan vi skriva q=np.sum(h*f(x[0:n]) pa sista raden i
PyTHON-koden.

Vektorer i MATLAB indexeras med start fran 1. Nar vi skriver x(1:n) i MATLAB menar vi
elementen fran och med 1 till och med n i vektorn x. Vektorer fran numpy i PYTHON indexeras
fran 0, och nér vi skriver x[0:n] i PYTHON menar vi elementen fran och med 0 till n (till n inte till
och med n). Ligg ocksa mérke till att man i PYTHON anvénder hakparenteser nar man indexerar
i vektorer.

Uppgift 4. Berakna en approximation av integralen fol x sin(x) dr med vénster och hoger rek-
tangelregel samt mittpunkts- och trapetsreglerna. Anvand sum.

For metoderna ovan géller att samtliga ar konvergenta, dvs. later vi antal delintervall n ga mot
oandligheten sa gar approximationerna mot integralens véarde.

Vi ser pa nagra bilder for vanster rektangelregel dar n blir allt storre

11



3f ‘ -
= f(x
13 y = f(z)
2r ,
1+ ]
or To=a Tp,=0 ]
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
T 4"‘§ y‘Zf(l’)'
n =26
2r W -
| m '
o Top=a Tn =0 |
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
37 T T |
n =52 AT y = fz)
2t W i
| WH ’
o 2o=a Tn=05b |
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Vi ser att vi allt battre tacker upp ytan under grafen med allt fler och

smalare staplar.

Nu récker det i praktiken inte med konvergens. Vi maste fa en bra approximation pa en kort tid,

dvs. inte behova ta n alltfor stort.

For vanster och hoger rektangelregel géller att om vi fordubblar antal delintervall sa halveras
felet i approximationen av integralen. For mittpunkts- och trapetsmetoderna géller, vid samma

fordubbling av antal delintervall, att felet delas med fyra, dvs. mycket

Fardiga program i MATLAB/PYTHON

Det finns funktioner i MATLAB for att berikna bestamda integraler

/abf(a:) dx

battre utdelning.

bade effektivt och noggrant, t.ex. finner vi integral som anvénds enligt

g=integral (fun,a,b) g=integral (fun,a,b,name,value)

dar fun &ar en funktion som beskriver integranden, a och b ger integrationsintervallet.

Om vi vill anvanda integral for att berakna integralen folx sin(z) dz

12

sa skulle det se ut sa har



>> a=0; b=1; f=0(x)x.*sin(x);
>> g=integral(f,a,b)

Genom att ge name som ’AbsTol’ eller ’RelTol’ kan vi ange onskad absolut respektive relativ
noggrannhet i berdkningen och med value ger vi viardet pa noggrannheten.

PYTHON ér inte riktigt lika bra pa att berdkna integraler som MATLAB. Men vi kan t.ex. anvanda
kommandot quad fran paktet scipy.integrate. Om vi vill anvéinda quad for att berakna inte-
gralen folx sin(x) dz 1 PYTHON sa skulle det se ut sa hér

>>> import numpy as np

>>> from scipy.integrate import quad
>>> def f(x): return x*np.sin(x)

>>> a=0; b=1

>>> g=quad(f,a,b)

quad returnerar tva varden

>>> print(q)
(0.3011686789397568, 3.3436440165485948e-15)

Det forsta vardet i tupeln ar det beriknade vardet pa integralen och det andra vérdet &r en
skattning av hur stort felet i det berdknade vérdet &r. (quad finns dven representerad i MATLAB,
men ar pa vag bort. Rekommendationen ar att man anvander det aktuella kommandot integral
om man vill berdkna integraler i MATLAB.)

Uppgift 5. Berdkna arean av det slutna omradet mellan graferna till funktionerna

2
g(z) = exp(—%) och h(z)=2"—3z+2.

Rita en bild av omradet. Anvéand fsolve for att berdkna skdrningspunkterna mellan graferna och
quad for att berakna en approximation till integralen.

5 Differentialekvationer

Lat u(z) vara en funktion. En ekvation som beskriver ett samband mellan z, u och derivator av u
kallas, som sakert bekant, en differentialekvation. Differentialekvationens s.k. ordning ar ordningen
pa hogsta derivatan som ingar.

Den allmanna differentialekvationen av 1:a, 2:a, - -- ordningen har formerna

v = f(z,u), v = f(z,uu),

En differentialekvation av ordning n kan alltid skrivas om som ett system av n kopplade ekvationer
av 1:a ordningen.
Vi skall se pa s.k. begynnelsevirdesproblem for ekvationer av 1:a ordningen

u = f(t,u), 0<t<T

u(0) = ug

Har kanner vi vardet av u vid t = 0. Vi anvander ¢ som variabel, eftersom ¢ ar ofta tiden och u
tillstandet i ett mekaniskt system eller dylikt.
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Fardiga program i MATLAB/PYTHON

I MATLAB finns flera olika funktioner for 16sning av begynnelsevardesproblem av olika karaktar,
t.ex. finner vi ode45 som anvénds enligt

[t,U]l=0de45(fun,tspan,u0) [t,U]l=o0ded45(fun,tspan,ul,opts)

dar fun ar en funktion som beskriver differentialekvationens hogerled, tspan &ér en vektor som
anger tidsintervallet och u0 ger begynnelsevardet for 16sningen vid tiden tspan(1). Funktionen
ode45 producerar som utdata dels t, en vektor som innehaller tidpunkter och dels U, en vektor
eller matris som innehaller 16sningen for de olika tidpunkterna.

Alternativet med opts anvander vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall beréknas.
Det finns ocksa mojlighet till avbrottshantering, mer om detta i lasperiod 4. Man skapar vektorn
opts med funktionen odeset, se hjalptexten.

I PyTHON finns ocksa manga olika differentialekvationslosare. Vi kan t.ex. anvanda solve_ivp
fran paketet scipy.integrate. Anropen skrivs da ofta

sol=solve_ivp(fun,tspan,ul,dense_output=True)

Precis som i MATLAB-fallet ovan ar fun funktionen som beskriver differentialekvationens hogerled,
tspan ar en vektor som anger tidsintervallet och u0 ger begynnelsevérdet vid tiden tspan[0]. Man
later ofta inparametern dense_output fa vardet True for att sjalv bestamma vilka funktionsvéarden
pa intervallet tspan man vill ha. T anropet placeras 16sningen i variabeln sol. Precis som i fallet
ode45 beraknar solve_ivp en vektor med tidpunkter och en vektor, eller matris, som innehaller
16sningen for de olika tidpunkterna. Anropen nedan skapar en vektor t och en vektor eller matris
med losningarna i de olika t-vardena:

t=np.linspace(tspan)
U=sol.sol(t)

Det finns manga fler mojligheter till anrop, och man kan lasa av losningarna fran solve_ivp pa
manga andra siatt. Kommandot finns dokumenterat pa hemsidan https://docs.scipy.org.

Exempel 4. Berikna och rita losningar till differentialekvationen

{ v = —u(t) +sin(t) + cos(t), 0 <t <4
u(0) = g

Vi beskriver hogerledet i differentialekvationen berdknar och ritar 16sningen for ug = 1 med

>> £=0(t,u)-utsin(t)+cos(t); >>> import numpy as np
>> tspan=[0 4]; u0=1; >>> import matplotlib.pyplot as plt
>> [t,U]=0de45(f,tspan,ul) ; >>> from scipy.integrate import solve_ivp

>> plot(t,U) >>> def f(t,u): return -u+np.sin(t)+np.cos(t)
>>> tspan=[0,4]; u0=[1]
>>> sol=solve_ivp(f,tspan,u0,dense_output=True)
>>> t=np.linspace(0,4)
>>> U=sol.sol(t)
>>> plt.plot(t,U[0])
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I bilden har vi aven ritat ut 16sningar for nagra andra begynnelsevarden.

Uppgift 6. Los foljande differentialekvation med begynnelsevillkor

uw = cos(3t) — sin(bt)u, 0 <t <15
u(0) =2

Rita en graf av losningen. Anvand solve_ivp.

Exempel 5. Vi skall se pa en harmonisk oscillator. Antag att vi har en partikel med massan m
som ar fastsatt i en fjader med fjaderkonstanten k. Detta innebar att kraften da fjadern strackts
en stracka x blir —kz. Fjaderns andra anda ar fastsatt i en fix punkt och partikeln kan rora sig
utan friktion langs en horisontell linje.

F :
AAAAMAMAMAMAAAAAA m

0 )

Vid tiden t = 0 slapps partikeln fran vila, pa avstandet z, fran jamviktspunkten, och man vill
berdkna den fortsatta rorelsen.

Infor ett koordinatsystem enligt figuren ovan med origo déar partikeln har sitt jamviktslage. Da z
betecknar partikelns ldge far vi rorelseekvationen ma” = —kx fran Newtons andra lag (F' = ma).
Detta ar en differentialekvation av 2:a ordningen.

Vidare har vi begynnelsevirdena x(0) = zg, ldget vid tiden ¢t = 0, och 2’(0) = 0, partikeln i vila
vid tiden t = 0.

Vi har begynnelsevardesproblemet

=ty
{ z(0) = zo, 2/(0)=0
Om vi later v = ', dvs. infor hastigheten, kan differentialekvationen med begynnelsevarden skrivas

=, z(0) = xg
v'=—2z 0(0)=0
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dvs. som ett system av ekvationer av 1:a ordningen.
For att komma till standardform later vi u; = z och us = v och far

{%:W, w (0) =

1 Lo
uhy =—Luy, uy(0) =0

Med vektorbeteckningar kan detta skrivas

o 2w wm[] sew= [ 2, ] = [0]

vilket ar den form som numerisk programvara anvander.

Vi beskriver differentialekvationen med funktionen

MATLAB PYTHON

function f=harmonisk(t,u,k,m)
f=[u(2)
-k*xu(1)/m];

import numpy as np
def harmonisk(t,u,k,m):
return np.array([ul1],-k*u[0]/m])

Lat oss ta m = 0.1 kg, £ = 0.12 N/m och 2o = 0.1 m. I MATLAB berdknar vi nu 16sning med
ode45 och ritar en bild som visar laget z(t) med

>> m=0.1; k=0.12; x0=0.1; v0=0; tspan=[0 10]; u0=[x0;v0];
>> [t,U]=0de45(@(t,u)harmonisk(t,u,k,m),tspan,ul);

>> plot(t,U(:,1),’b’)

>> xlabel(’t’), ylabel(’x(t)’)

och det s.k. fasportrattet (z(t),v(t)) med

>> plot(U(:,1),U(:,2),’b’)
>> xlabel (’x(t)’), xlabel(’v(t)’)

I PyTHON kan vi skriva

>>> from scipy.integrate import solve_ivp

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>> x0=0.1; v0=0; tspan=[0,10]; u0=[x0,v0]

>>> sol=solve_ivp(harmonisk,tspan,u0,dense_output=True,args=(0.12,0.1))
>>> t=np.linspace(0,10)

>>> U=sol.sol(t)

>>> plt.plot(t,U[0],’b?)

>>> plt.xlabel(’t’); plt.ylabel(’x(t)’)

och det s.k. fasportrattet (z(t),v(t)) med

>>> plt.plot (U[0],U[1],°b’)
>>> plt.label(’x(t)’); plt.xlabel(’v(t)’)
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I bilden har vi dven ritat ut losningar for nagra andra begynnelsevarden. Ekvationen for den
harmoniska oscillatorn kommer vi kunna 16sa analytiskt (rdkna ut en formel {6r 16sning) i lasperiod
2. Vi avslutar med att se pa en uppgift med en differentialekvation som inte har nagon analytisk
l6sning.

Uppgift 7. Den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos smal
stav av langden L.

|
|
|
|
|
|
|
I mg
|

Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen
mLO(t) = —mgsin(6(t))

Vi vill bestdimma 16sningen for olika begynnelseutslag ty, dvs. 6(0) = 6, da vi slipper pendeln fran
vila, dvs. #(0) = 0. Tag L = 0.1 m och begynnelseutslagen 6, = 30°,45° 60°. Anvéind solve_ivp.
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