CTH/GU MVE665 - 2022/2023
Matematiska vetenskaper

Tillampningar 1 matematik med MATLAB

1 Inledning

Vi skall se pa nagra tillampningar av matematik som kraver berdkningsmetoder och dator. For
detta ar MATLAB ratt verktyg. I kurser som handlar om numerisk analys senare i utbildningen
kommer ni lara er mer om de berakningsmetoder som MATLAB anvander.

2 Nollstallen

En 16sning z* till en ekvation f(x) = 0 kallas ett nollstélle eller en rot. Om vi inte kan fa fram
nagon formel for att losa en ekvation sa kan vi berdkna en approximation med t.ex. Newtons
metod: Antag att xj dr en approximation av ett nollstélle till ekvationen f(x) = 0. Folj tangenten
i punkten (zy, f(z1)), dvs.

y = flax) + f'(zp) (@ — 23)
ned till z-axeln (y = 0) och tag skdrningspunktens z-koordinat

f(xx)

Tgy1 = Tk — f’(ﬂfk)

som en ny approximation av nollstallet.

Exempel 1. Vi skall anvianda Newtons metod for att berakna nollstallena till funktionen

f(z) = cos(z) — x

Vi borjar med att rita en graf av funktionen sa att vi ser hur manga nollstéllen vi har och ungefér
var de ligger.



Vi beskriver funktionen och ritar grafen med

>> f=0(x)cos(x)-x;
>> x=linspace(-10,10);
>> plot(x,f(x))
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Fran grafen till hoger, som ar 6ver ett lite mindre intervall, ser vi att vi har ett nollstalle nara
xo = 0.75 som vi tar som startapproximation for Newtons metod.

>> Df=0(x)-sin(x)-1;
>> x=0.75;
>> kmax=10; tol=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-f (x) /Df (x) ;
x=x+h;
disp([x h])
if abs(h)<tol, break, end
end

0.739111138752579 -0.010888861247421
0.739085133364485 -0.000026005388094
0.739085133215161 -0.000000000149324

I kolumnen till vénster ser vi xp-vérdena och i den till hoger ser vi motsvarande f(zy)-varden.
Vi ser att vi far snabb konvergens, dvs. vi far snabbt ett noggrant resultat. Iterationen avbryts
eftersom vi har mer &r atta korrekta decimaler (felet mindre &n 1 x 107%).

Uppgift 1. Lat f(r) = 2® — cos(4x). Los ekvationen f(z) = 0. Rita upp grafen till f for att
se var ungefar 10sningarna (skdrningspunkterna) ligger. Hur manga lésningar finns det? Léis av i
grafiken en forsta approximation av en 16sning for att sedan forbattra denna med Newtons metod.
Rita ut losningen med en liten ring. Upprepa tills du beraknat alla 16sningar till ekvationen.

Fardiga program i MATLAB

Verktygsladan OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB har en funktion fzero som finner nollstéalle
till en given funktion och anvands enligt nagot av alternativen

x=fzero(fun,x0) x=fzero(fun,x0,opts)

dar fun beskriver funktionen vi skall finna nollstallet till, xO ar en forsta approximation av
nollstallet eller ett intervall med teckenvaxling som omsluter nollstéallet vi soker. I senare fallet
kommer fzero garanterat finna en approximation av ett nollstéalle.



Alternativet med opts anvander vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall berdknas.
Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjalptexten.

Om vi skulle anvanda fzero for att berakna ett av nollstillena i uppgift 1 skulle det kunna se ut
sa har

>> f=0(x)x. 3-cos(4x*x);
>> x0=-1;
>> x=fzero(f,x0)

Exempel 2. Kastbana utan luftmotstand (”Mer om funktioner och grafik i MATLAB” exempel

4) beskrivs av
g . v2sin(260)\° N vg sin?(0)
202 cos?(0) 2g 2g

dar gy ar utkasthojden, vy ar utkastfarten och 6 ar utkastvinkeln.

y(w) = yo —

Hur langt nar kastet om vi tar yo = 1.85, vg = 10 m/s och § = 45°7

Vi beskriver kastbanan med en funktion

function y=kast(x,y0,v,t)
g=9.81;
a=g/(2xv~2*cos(t)"2); b=v"2*xsin(2*t)/(2*g); c=v"2xsin(t) 2/(2xg);
y=y0-a*(x-b) . 2+c;

ritar graf med

>> y0=1.85; v0=10; t=45%pi/180;
>> x=linspace(0,14);
>> plot(x,kast(x,y0,v0,t), [x(1) x(end)], [0 0],’g’)
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och I6ser y(z) = 0 med

>> x=fzero(@(x)kast(x,y0,v0,t), [11,12])
X =
11.7928

Lagg mérke till hur vi anvdnder ett anonymt funktionshandtag for att fa med parametervarden.
Det ar bara x som fzero skall arbeta med.

Uppgift 2. Rita den slutna kurva som i polara koordinater ges av
2 + sin(36
r(0) = + sin(360)
V/1+ exp(cos())




For vilka vinklar skar kurvan enhetscirkeln?
Ledning: Anvénd polara koordinater. Rita cirkeln och kurvan med plot. Las in startvirden pa
vinklar med ginput och berdkna sedan vinklarna noggrant med fzero.

3 Optimering

Vill vi minimera en funktion f(z) som &r deriverbar sa soker vi lokala minpunkter, t.ex. genom
att 10sa ekvationen g(x) = f’(z) = 0. Sedan far vi kontrollera om dessa &r lokala eller globala
minimum. Vill vi maximera funktionen sa finner vi maxpunkt genom att minimera h(z) = —f(z).

Det finns ocksa andra metoder som soker lokalt minimum till en funktionen. Vi beskriver inte
dessa nu utan néjer oss med att se vad MATLAB har for fardiga program.

Fardiga program i MATLAB

Verktygsladan OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB har en funktion fminbnd som finner lokal
minpunkt till en given funktion och anvénds enligt nagot av alternativen

x=fminbnd (fun,x1,x2) x=fminbnd (fun,x1,x2,0pts)

dar fun beskriver funktionen vi skall minimera, x1 och x2 ger ett intervall som omsluter minpunkten
vi soker. Alternativet med opts anvander vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall
berdknas. Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjalptexten.

Exempel 3. Vi soker lokala min- och maxpunkter till funktionen

1 1
.y
(=037 +001 (=092 +004

flx) =
Vi borjar med att beskriva funktionen och rita dess graf med (ldgg mérke till de elementvisa

operationerna)

>> f=0(x)1./((x-0.3).72+0.01)+1./((x-0.9) .72+0.04)-6;
>> x=linspace(-1,2,300);
>> plot(x,f(x))
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Vi bestammer den lokala minpunkten enligt

>> x=fminbnd(f,0.5,0.8)
X -
0.6370



Vi bestammer sedan de lokala maxpunkterna, genom att minimera h(x) = —f(z), med

>> h=0(x)-f(x);
>> x=fminbnd(h,0,0.5)
x =

0.3004

Pa motsvarande satt bestammer vi den hogra maximipunkten.

Uppgift 3. I samband med studiet av diffraktion vill man soka lokala maximum till funktionen

sin?(u)

y(u) =

u?

Hur manga lokala maximipunkter finns det? Bestdm den minsta (positiva) lokala maximipunkten
och motsvarande lokala maximivarde.

4 Integraler

Ibland kan man inte bestamma integraler exakt utan man far néja sig med att berakna approxi-
mationer. T.ex. fol exp(z?) dz kan inte beriknas exakt, eftersom det inte finns nagon anvindbar
primitiv funktion. Det kan ocksa vara sa att integranden bara ér kand i vissa punkter, t.ex. vi har
en serie med maéatdata.

Den geometriska tolkningen av integralen fab f(x) dx &r arean av ytan mellan grafen av integranden
y = f(x) och z-axeln, dvs. y = 0, mellan z = a och x = b.

Vi gor en likformig indelning av intervallet a < xz < b

a:$0<$1<l‘2<"'<$2‘_1<l‘i<"'<l‘n_1<l‘n:b

sa att vi far n lika langa delintervall x; _; < x < x; med bredden h = b’T“

Sedan delar vi upp integralen i en summa av delintegraler over varje delintervall

/ f(x)dr = Z xlf(x) dx

Ti—1

3f ‘ .

y= f(z)
2r -
1k ,/r -
of L I

To=a Ti-1 X T, =0b
I I I I I I I I I
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Om vi approximerar f(z) med f(x;_1) i intervallen z; ; < x < x; far vi vanster rektangelregel

b n
/ f(@)de ~ L, = Z hf(zioq)



3f ‘ s

y = f(z)
2t i
1+ i
07 — o -
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Om vi approximerar f(x) med f(z;) i intervallen z;_; <z < z; far vi hoger rektangelregel

b n
/ f(z)dz ~ R, = Z h f(x;)

3r ]

y= f(z)
2r -
1F -
Or o -

To=a Tio1 X T, =0b
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Om vi approximerar f(x) med f(m;) i intervallen x; ; < z < x;, dir m; dr mittpunkterna i
intervallen, far vi mittpunktsmetoden

’ - Ti—1 + T4
/af(:c)da:zMn:;hf<72 )

37 T T ]

Ve ~ v = f(2)
2t i
1+ i
07 — o -

To=a Ti-1 Ty Tn=0>0
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Dessa olika varianter &r Riemannsummor (med &; = x;_1, & = x; respektive §; = m;).

Vi kan ocksa approximera integralen med medelvardet av vanster och hoger rektangelregel och far

da trapetsmetoden

[ @ =T =375 (o) + @)

i=1
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Namnet pa denna metod kommer fran de parallelltrapetser som approximerar i varje delintervall.
Antag att vi vill berdkna fol xsin(x) dr med vanster rektangelregel med n = 100.
Vi skulle kunna gora sa har

>> n=100;
>> a=0; b=1; f=0(x)x.*sin(x);
>> h=(b-a)/n
>> q=0;
>> for i=0:n-1
x=a+i%*h;
q=q+h*f (x) ;
end
>>q

Att anvinda en for-sats ar oftast inte effektivt i MATLAB. Vi genererar hellre en vektor av alla
funktionsvarden f(x;) och sedan summerar dessa enligt

>> n=100;

>> a=0; b=1; f=0(x)x.*sin(x);
>> x=linspace(a,b,n+1);

>> h=(b-a)/n;

>> g=sum(h*f (x(1:n)))

Detta sétt att organisera en berdkning kallas att vektorisera den, dvs. man genererar forst en eller
flera vektorer och utfor sedan den Onskade berdkningen pa dem. De elementvisa operationerna
.x ./ .~ ar exempel pa vektoriserade operationer. Med funktionen sum summeras vektorn.

Uppgift 4. Berakna en approximation av integralen fol x sin(x) dr med vénster och hoger rek-
tangelregel samt mittpunkts- och trapetsreglerna. Anvéand sum.

For metoderna ovan géller att samtliga ar konvergenta, dvs. later vi antal delintervall n ga mot
oandligheten sa gar approximationerna mot integralens véarde.

Vi ser pa nagra bilder for vanster rektangelregel déar n blir allt storre
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Vi ser att vi allt battre tacker upp ytan under grafen med allt fler och smalare staplar.

Nu racker det i praktiken inte med konvergens. Vi maste fa en bra approximation pa en kort tid,
dvs. inte behova ta n alltfor stort.

For vanster och hoger rektangelregel géller att om vi fordubblar antal delintervall sa halveras
felet i approximationen av integralen. For mittpunkts- och trapetsmetoderna géller, vid samma
fordubbling av antal delintervall, att felet delas med fyra, dvs. mycket battre utdelning.

Fardiga program i MATLAB

Det finns funktioner i MATLAB for att berikna bestamda integraler

/a ’ f(z) dx

bade effektivt och noggrant, t.ex. finner vi integral som anvénds enligt
g=integral(fun,a,b) g=integral(fun,a,b,name,value)

déar fun ar en funktion som beskriver integranden, a och b ger integrationsintervallet.

Om vi vill anvanda integral for att berékna integralen folsc sin(x) dz sa skulle det se ut sa hér
>> a=0; b=1; f=0(x)x.*sin(x);

>> g=integral(f,a,b)

Genom att ge name som ’AbsTol’ eller ’RelTol’ kan vi ange onskad absolut respektive relativ
noggrannhet i berdkningen och med value ger vi viardet pa noggrannheten.

Uppgift 5. Berdkna arean av det slutna omradet mellan graferna till funktionerna

2
g(z) = exp(—%) och h(z)=2"—3z+2.

Rita en bild av omradet. Anvénd fzero for att berdkna skdrningspunkterna mellan graferna och
integral for att berakna en approximation till integralen.



5 Differentialekvationer

Lat u(z) vara en funktion. En ekvation som beskriver ett samband mellan z, u och derivator av u
kallas, som sikert bekant, en differentialekvation. Differentialekvationens s.k. ordning ar ordningen
pa hogsta derivatan som ingar.

Den allmanna differentialekvationen av 1:a, 2:a, - -- ordningen har formerna

u, - f(x7 u)? u” - f('z‘7 u? ul)?
En differentialekvation av ordning n kan alltid skrivas om som ett system av n kopplade ekvationer
av 1:a ordningen.
Vi skall se pa s.k. begynnelsevirdesproblem for ekvationer av 1:a ordningen
u = f(t,u), 0<t<T
u(0) = ug

Héar kénner vi vardet av u vid t = 0. Vi anvander ¢ som variabel, eftersom ¢ ar ofta tiden och u
tillstandet i ett mekaniskt system eller dylikt.

Fardiga program i MATLAB

I MATLAB finns flera olika funktioner for 16sning av begynnelsevardesproblem av olika karaktér,
t.ex. finner vi ode45 som anvénds enligt

[t,Ul=ode45(fun,tspan,u0) [t,Ul=ode45(fun,tspan,ul,opts)

dar fun ar en funktion som beskriver differentialekvationens hogerled, tspan &ér en vektor som
anger tidsintervallet och u0 ger begynnelsevardet for losningen vid tiden tspan(1). Funktionen
ode45 producerar som utdata dels t, en vektor som innehaller tidpunkter och dels U, en vektor
eller matris som innehaller 16sningen for de olika tidpunkterna.

Alternativet med opts anvander vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall berdknas.
Det finns ocksa mdojlighet till avbrottshantering, mer om detta i lasperiod 4. Man skapar vektorn
opts med funktionen odeset, se hjalptexten.

Exempel 4. Berikna och rita losningar till differentialekvationen
u' = —u(t) + sin(t) + cos(t), 0 <t <4
u(0) = ug
Vi beskriver hogerledet i differentialekvationen berdknar och ritar 16sningen for ug = 1 med

>> f=0(t,u)-utsin(t)+cos(t); tspan=[0 4]; u0=1;
>> [t,U]=ode45(f,tspan,ul);
>> plot(t,U)




I bilden har vi aven ritat ut 16sningar for nagra andra begynnelsevarden.

Uppgift 6. Los foljande differentialekvation med begynnelsevillkor

uw = cos(3t) — sin(bt)u, 0 <t <15
u(0) =2

Rita en graf av 10sningen. Anviand ode4b.

Exempel 5. Vi skall se pa en harmonisk oscillator. Antag att vi har en partikel med massan m
som ar fastsatt i en fjader med fjaderkonstanten k. Detta innebar att kraften da fjadern strackts
en stracka x blir —kz. Fjaderns andra anda ar fastsatt i en fix punkt och partikeln kan rora sig
utan friktion langs en horisontell linje.

F
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Vid tiden t = 0 slapps partikeln fran vila, pa avstandet z, fran jamviktspunkten, och man vill
berdkna den fortsatta rorelsen.

Infor ett koordinatsystem enligt figuren ovan med origo dar partikeln har sitt jamviktslage. Da x
betecknar partikelns ldge far vi rorelseekvationen ma” = —kx fran Newtons andra lag (F' = ma).
Detta ar en differentialekvation av 2:a ordningen.

Vidare har vi begynnelsevirdena x(0) = zg, ldget vid tiden ¢t = 0, och 2/(0) = 0, partikeln i vila
vid tiden t = 0.

Vi har begynnelsevardesproblemet

¥ =—kg
{ x(0) = zo, 2/(0) =0
Om vi later v = ', dvs. infor hastigheten, kan differentialekvationen med begynnelsevarden skrivas

=, z(0) = xg
v'=—Lz v(0)=0

dvs. som ett system av ekvationer av 1:a ordningen.

For att komma till standardform later vi u; = x och uy = v och far

{ u) = ug, u1(0) = xg

uhy =—Luy, uy(0) =0

Med vektorbeteckningar kan detta skrivas

o 2w wm (] sew= [, ] = [0]

vilket ar den form som MATLAB anvander.
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Vi beskriver differentialekvationen med funktionen

function f=harmonisk(t,u,k,m)
f=[u(2)
-kxu (1) /m];

Lat oss tam = 0.1 kg, £ = 0.12 N/m och x5 = 0.1 m. Vi berdknar nu 16sning med ode45 och ritar
en bild som visar laget z(¢) med

>> m=0.1; k=0.12; x0=0.1; v0=0; tspan=[0 10]; u0=[x0;v0];
>> [t,U]=0de45(@(t,u)harmonisk(t,u,k,m),tspan,ul);

>> plot(t,U(:,1),’b’)

>> xlabel(’t’), ylabel(’x(t)’)

och det s.k. fasportrittet (z(t),v(t)) med

>> plot (U(:,1),U(:,2),°b’)
>> xlabel(’x(t)’), xlabel(’v(t)?’)

0.2 0.4
0.1 0.2y
c o g o
0.1 0.2y
-02 2 4 6 8 10 b2 o 0 01 0.2

t x(t)

I bilden har vi dven ritat ut losningar for nagra andra begynnelsevarden. Ekvationen for den
harmoniska oscillatorn kommer vi kunna 16sa analytiskt (rdkna ut en formel {6r 16sning) i lasperiod
2. Vi avslutar med att se pa en uppgift med en differentialekvation som inte har nagon analytisk
16sning.

Uppgift 7. Den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos smal
stav av langden L.

|
|
|
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|
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Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen
mLO(t) = —mgsin(6(t))

Vi vill bestdmma lésningen for olika begynnelseutslag 0, dvs. 0(0) = t, da vi slipper pendeln
fran vila, dvs. 6(0) = 0. Tag L = 0.1 m och begynnelseutslagen 6, = 30°,45° 60°. Anvind ode45.
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