Nagra summor och serier for kursen MVEQ091

Erik I. Broman

I denna kurs kommr vi ofta att stéta pa geometriska summor, binomialsum-
mor och Taylor-utveckling (mestadels av e”). Syftet med detta dokument &r
att ge en kort uppfraschning av dessa.

1 Geometriska summor

Vi bérjar med att betrakta &dndliga och sedan odndliga geometriska summor.
Andlig geometrisk summa: For varje heltal n > 1 och varje x € R sadan
att x # 1 har vi att
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Idén &r att S,, och xS,, ar "nédstan samma” sa att
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Oéindlig geometrisk summa: Vi antar nu att |z| < 1 (annars kan
summan i (1) inte konvergera nir n — co). Genom att late n — oo i ekvation
(1) ser vi att
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dér vi utnyttjar att 2™ — 0 da n — oo om |z| < 1. Vi far alltsa att
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2 Binomialsumma

Binomialsatsen sager att

k; (Z) a" bk = (a + b)" (3)

”"Bevis’: Uppenbarligen har vi att
(@+0)" = 710" + Y100+ BT 4 a0 (4)

och vad vi behover gora ér att bestamma v, for £ = 0,1,...,n. Vi skriver
dérfor ut (a + b)™ i "langform”

(@+b)"=(a+b)a+b)---(a+D).

n ganger

Om vi nu betraktar termen ~,a*b"~* fran (4) si ser vi att den dyker upp
i den "langa” produkten har ovanfor om vi véiljer a fran exakt k£ av de n
paranteserna (a + b). Pa hur manga séatt kan detta ske? Vi skall alltsa vilja
k paranteser av n mojliga som far bidra med ett a (sa att resterande bidrar
med ett b). Vi véljer alltsa k objekt ur en samling med n och vi far da att
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3 Taylorutveckling

Enligt Taylors sats har vi att

F@) = Flao)+ o) (a—ro)+ £ a) L e = 3 0y 0L
(5)

for “snélla” funktioner f(x). I denna kurs kommer vi (néstan?) uteslutande
att betrakta fallet da xqg = 0 och da skriver har vi att
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vilket ibland kallas for McLaurin’s sats. Sattet vi anvinder resultatet pa &r
oftast genom att betrakta utvecklingen med nagra termer plus en felterm'

f(@) = f(0)+ f'(0)x + O(a?) eller f(x) = £(0) + f'(0)x + f"(0 ) +O( "),

dér O(-) dr den sa kallade stora Ordo. Nagot forenklat betyder O(x ) att
denna felterm gar mot 0 (ungefir) lika snabbt som z".

Den i sérklass vanligaste utvecklingen i denna kurs kommer vara den for

e®. I detta fall har vi att
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med approximationerna

e’ =1+ + O(2?) eller e —1—|—x+—+0( %).
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Taylorutveckling &r mycket anvindbart. Betrakta t.ex. féljande gransvérde:
e —1
lim
z—0 et — 1

Problemet hér &r att bade ndmnare och téaljare gar mot 0 da x — 0. Men,
om vi Taylorutvecklar ser vi féljande:

e —1 1+ ar+0(z?) -1

lim = lim

=0 e —1 220 1+ 2+ 0(2?) —1
ar+0(z?) . a+0(zx) a+0

250 7+ 0(22)  +01+0(@) 140
Ett svarberdknat gransvarde har blivit enkelt.
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