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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVE091

Hjdlpmedel: Typgodkind minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pé en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 podng

betyg “5”: 40 eller fler poing.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstandiga. Svar
skall ges pa enklast mdjliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Ett hus har ett inbrottslarm. Om ett inbrott sker en natt sa gar alarmet
med sannolikheten 99%. Om inget inbrott sker en natt s& gar alarmet med
sannolikhet 2%. Antag att sannolikheten for ett inbrott en given natt &r
0.1%.

(a) Vad &r sannolikheten att alarmet ringer en given natt? (3p)
(b) En natt ringer larmet. Vad ar sannolikheten att det &r ett inbrott?
(3p)

Losning: Lat A vara héndelsen att alarmet ringer och 1at I vara hindelsen
att det sker ett inbrott. Vi vet dessutom att

P(A|I) =0.99, P(A|I€) = 0.02 och att P(I) = 0.001.

(a) I denna deluppgift soks P(A). Vi har att

P(A) =PANI)+PANI°) =PA|LHPI) +P(AI)P(I°)
=0.99-0.001 + 0.02 - 0.999 = 0.02097.

(b) Det som soks hér dr sannolikheten for I givet att A intréffar, dvs
P(I|A). Enligt Bayes sats géller att

P(I|A) = P(Au)g((f)) =0.99 - 0%28;7

~ 0.0472,

dvs ca 4.72 % chans.

2. Lat X ha tathetsfunktion

flx)=12(z* —2®) for 0 <z < 1.
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(a) Visa att f(z) ar en tdthetsfunktion. (2p)
(b) Berikna vintevirdet och standardavvikelsen av X. (4p)
Lo6sning:

(a) Vihar att f(z) = 122%(1 — 22) > 0 om 0 < z < 1. Vidare &r
o) 1
/ flz)dx = / 12(2? — 23)dx
—00 0

3 471
1 1 4 —
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sd f(x) ar en tathetsfunktion.
(b) Véantevérdet blir

4 511 i
_o| T T g4 3
4 5], 20 5

Vidare ar

5 671 _
DY EAp ) R
56, 30 5

sd att standardavvikelsen blir

VRR(R) = VERTEIRP = )2 - 2= /020 L

3. Bilar ankommer till en rondell enligt en Poissonprocess med intensitet
a = 1.2 bilar per minut.

(a) Vad &r sannolikheten att det kommer minst tva bilar under fem mi-
nuter? (3p)

(b) Trafikverket registrerar varje méndag morgon mellan klockan 9 och
klockan 10 hur manga bilar som ankommer till rondellen. Det gor sa i
40 veckor. Vad ar sannolikheten att medelvirdet av deras métningar
overstiger 757 (4p)

L&sning;:
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(a) Lat
X = antalet bilar som ankommer under fem givna minuter,
sé att X ~Poi(a - 5) =Poi(6) Vi soker P(X > 2) och har att

P(X>2)=1-P(X =0)—P(X =1)
60 —6 6 —6 —6
— 2e 0 =1-7¢%~0.983

TR Y

(b) Lat

X = antalet bilar som ankommer under méndag nummer k,

for k = 1,2,...,40. Vi ser att X ~Poi(a - 60) =Poi(72), och vi
soker P(X > 75). Under antagandet att resultatet av méitningarna
ar oberoende och att intensiteten &r densamma alla veckor sa kan vi
normalapproximera. Vi ser att

X ~ N(E[X], Var(X)) = N <IE[X1], \’aj(fm) _N <72, Zf)) ,

dér vi anvint att Xy ~Poi(72), for att bestimma E[X] och Var(X7).
Vi far att

B(X > 75) = P X -T2 . 75 — 72
/72740 — /72/40
~P(Z>223)=1-P(Z<2.23)~1-0.9871 = 0.0129.

4. Alice och Rubi kastar boll mot ett mal. Sannolikheten att Alice traffar
maélet med ett givet kast dr 0.5, och for Rubi &r sannolikheten 0.4. De
bestdammer sig for att ha foljande tédvling: den som behéver minst antal kast
for att traffa malet for forsta gangen vinner. Om de behover lika manga
kast sa blir det oavgjort. Alla kast anses vara oberoende av varandra.

(a) Lat X4 vara antalet kast som Alice behover till och med att hon
traffar for forsta gangen, och lat Xy vara antalet kast som Rubi
behover till och med att hon traffar for forsta gangen. Ange den

gemensamma tathetsfunktionen for (X4, Xg). (3p)
(b) Vad ér sannolikheten att det blir oavgjort? (3p)
Lo6sning:

(a) Vi har att X4 ~Geom(0.5) och Xr ~Geom(0.4) sa att

fxa(k)=05(1—-05)F1=05"for k=1,2,...
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och
fxp(n) =041 -04)""1=04-06""" forn=1,2,...

D& slumpvariablerna &r oberoende s blir den gemensamma téthets-
funktionen produkten av marginaltéthetsfunktionerna. Vi ser att

Ixaxn(k,n)=05%04-06""" for k,n=1,2,...

(b) Vi skall alltsa berdkna P(X4 = Xg) och vi har att

o0 o0

P(Xa=Xp) =) P(Xa=Xp=k) =) P(Xa=kXp=k)
k=1 k=1
=Y P(Xa=kPXp=k)=> 05" 0406
k=1 k=1

=0.4-05) (05-06)1=02) 03" =02) 03"
k=1 k=1 k=0

09 1 02 2

- 71-03 07 T
déar vi anvinde oberoende i tredje likheten och formeln for en geo-
metrisk summa i den tredje sista.

5. Betrakta ett seriekopplat system enligt Figur 1.

M T T, *

Figur 1: Tva komponenter i serie.

Antag att tiderna till det att komponenterna gar sénder d&r Weibull-férdelade
med parametrar aq, 31 respektive aso, B2. Antag dessutom att dessa tider
ar oberoende av varandra.

(a) Berdkna 6verlevnadsfunktionen (reliability function) fér hela syste-

met. (3p)
(b) Berékna felintensiteten (hazard rate) for hela systemet. (3p)
L&sning;:

(a) Overlevnadsfunktionen R(t) for ett seriekopplat system ges enligt
teorin av

R(t) = Ri(t)Ra(t),
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dar Ry (t) ar 6verlevnadsfunktionen for komponent nummer k. Vidare
ar Ri(t) = 1 — Fy(t) dar Fy(t) ar fordelningsfunktionen. I detta fall
kan vi anvinda var kiinnedom om att Tj, ~Wei(ay, Bx) fOr att se att

F(t) =1—e " for ¢t >0,
sa att

R(t) = Ra(t)Ra(t) = (1 — F1(8))(1 — F(t))

_ 1 _ B2 — B1_ B2
—e ait e ast —e ait ast )

for t > 0.
(b) Felintensiteten p(t) ges av

Pl = -

dar f(t) ar feltéitheten for systemet. Vidare s& ar

71 = F'(1) = 4

= _(—Oﬂﬁﬁﬁrl — 042ﬁ2755271)67a1tﬂ1""2‘532

(alﬂltﬂ171 + a2ﬁ2t5271)67a1t/31 —aath2 ,

1 - R(t) = ~R'(t)

sa att

f(t)

R(t)

(Oélﬂlt’gl_1 + a262t52—1)6—<nt51 —agth?

— — B1—-1 B2—1
= T — = qy 51t + aifat .

p(t) =

6. Faster Malin har tre slumpvariabler X;, X5 och X3. Hon vet att de ar

oberoende och att de alla dr normalférdelade med samma véntevirde p,
medans standardavvikelserna for Xi, Xo och X3 &r 1, 2 respektive 3. Faster
Malin vill anvéinda de tre slumpvariablerna for att skatta p. Hon 6verviager
féljande tre skattare:

. X1+ Xo+ X3 X1+%X2+%X3 . X1+%X2+%X3
lefv M2 = 3 , och fiz = 11 .
6

(a) Ta reda pa vilka av de tre skattarna som &r vantevéirdesriktiga. (3p)

(b) Vilken skattare tycker du att Faster Malin skall vilja? Motivera ditt
svar vil och stéd det med rdkningar. (3p)

L&sning;:
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(a) Véntevirdesriktighet innebéar att E[fi,] = p. Vi har att

X+ Xo+ X
E[ﬂl]:E[ 1+32+ 3]
~EXG+E[Xo] +E[X3]  pt+p+p
= = = U,
3 3
. X1 +3iX,+1iXx,
R e
_ E[Xu) + $E[Xo) + 3E[Xs]  ptiptie 11 4
- 3 - 3 BT L
och
X X +1iXo +1X;
Bl = | 22
6
_ E[X)) + 3E[Xo] + 3E[Xs]  p+gutge
- 11 - 11 =K
6 6

s& att {17 och i3 ar vintevéirdesriktiga.
(b) Rimligtvis tar vi en av de véntevirdesriktiga och d& &r det rimligt

att ta den med minst varians. Vi berdknar dérfor variansera Var(fi;)
och Var(jiz). Vi ser att

1
Var(ﬂl) = §Var (Xl + X2 + X3)
_ Var(Xy) + Var(X,) 4 Var(X3) 1+4+9 14

9 9 9’

och att

R 62 1 1
Var(fig) = FVar X+ §X2 + §X3
2

— 6 (Var(X1) + iVar(Xg) + 1Var(X3))

112 9
_ﬁ 1_‘_%4_9 _3'62_%
112 4 9) 112 121

Vi ser att Var(jiz) < Var(ji1) s att i3 har minst varians (dvs den &r
effektivast). Vi bor darfor vilja denna skattare.

7. Méngden mjukgorande ftalater som finns i plastleksaker tillverkade i tva
olika fabriker undersoks for att se om det finns nagra systematiska skill-
nader. Man tog darfor ett antal leksaker fran de tva fabrikerna och métte
halten ftalater (g ftalater per 100g plast). Fran den forsta fabriken togs
ett stickprov om 20 leksaker med resultatet att stickprovsmedelviardet och
stickprovsvariansen blev T ~ 4.5 respektive s%(z) ~ 2.9. Fran den andra
fabriken togs ett stickprov om 25 leksaker med resultatet att stickprovsme-
delviirdet och stickprovsvariansen blev § &~ 3.6 respektive s?(y) ~ 2.1.
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(a) Testa om varianserna dr desamma i de tva fabrikerna pé signifikans-
nivan a = 0.2. (4p)

(b) Man misstdnker att fabrik nummer 1 har en hogre halt ftalater i sin
plast. Testa detta pa signifikansnivan o = 0.05 under antagendet att
varianserna for de tva fabrikerna faktiskt &r desamma. (4p)

Lo6sning:
(a) Om o7 respektive o3 far beteckna varianserna sa skall vi testa

Hy: 0} =03
Hy:o! # 03

pa a = 0.2. Enligt foreldsningarna blir det enklast att berdkna p-
vardet och jamfora detta virde med «. Vi anvénder hér test-statistikan

max(s%, s3)

min(s3, 53

T(X,Y) =

och har att

p-virdet = P(T(X,Y) 2 T(x,y)) = 2P(T(X,Y) 2 T(z,y)),
dér )
T(X,Y) = 27?; ~ F(ny —1,ny — 1) = F(19,24)
under Hy. Vidare ar

2.9
T(x,y) = 51~ 1.381.

Vi har da fran tabell (sid 705) att
p-virdet = 2P(T(X,Y) > 1.381) > 2P(T(X,Y) > 1.739) = 2:0.1 = 0.2.

Vi forkastar alltsa ej Hy.

(b) Vi vill hér testa
Ho : g = po
Hi - H1 > W2

pad a = 0.05, dér pi &r halten ftalater i fabrik nummer k& och en-
ligt instruktionerna skall vi anta att 07 = 3. Vi anviinder hiir test-
statistikan

X-Y
+

Vo (s + )

T(X,Y) = ~ t(ny +na — 2) = £(43),

3 |-
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under Hy. Vi observerar att data ger oss att

, (i —1)s2+(na—1)s2 19.2.9+24-2.1 5 45
K — =~ X 2.49.
p n1+no—2 20425 —2

s att _
rT—Yy

sp (20 + 25)

P-viirdet ges hér av (om Hj dr sant tenderar T att bli positiv)

T(xz,y) = ~ 1.915

p-virdet = P(T(X,Y) > T(x,y))
~ P(T(X,Y) > 1.915) < P(T(X,Y) > 1.681) ~ 0.05

och darfor forkastar vi Hy pa signifikansnivan a = 0.05.

8. Man understkte hur halten av en viss ftalat paverkade mjukheten i en
plastblandning. Man fick f6ljande tabell:

Halt ftalat (z): 1 1.7 2 23 31 4 5 6 7
Mjukhet (y) : 1.8 3.0 23 3.7 33 46 51 6.2 87

dar data kan sammanfattas med att
Spe = 34.22 Sy, ~ 37 Sy ~ 34.11.

Man anséatter en modell dar mjukheten antas véxa linjart med halten

ftalater.
(a) Anvind data ovan for att skatta parametrarna i modellen. (1p)
(b) Ange ett 99% konfidensintervall for lutningskoefficienten (slope) i din
modell. (3p)
(c) Ange forklaringsgraden och kommentera huruvida modellen verkar
rimlig. (1p)
Losning;:

(a) Vi ansétter y = Sy + 1z och har att

B = % ~ 0.997 och By =7 — /1T ~ 0.733.
(b) Vi vet att )
% ~t(n—2) =t7)
diir :
St = " i 5 Z(yk — Bo — Prak)? ~ 0.428.

k=1
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Ett K.I. med konfidensgrad 100(1 — )% ges av

l1—a= P (—ta/2(7) S S/"il/\_/% S ta/2(7)>

= =P (= tapa() = < B < Bk tapa() = )

och tabell visar att tg.005(7) = 3.499. Ett 99% numeriskt K.I. for 5y
blir darfor

A S 10.428
Ig, =P £ ta/2(7)\/SL ~ 0.997 £ 3.499 3122 ~ [0.606, 1.388].

(c) Forklaringsgraden R? ges av

2

S
R?=_—"%Y ~0.919.
Sza yy

Detta ar ett ganska hogt virde och ett linjart samband verkar rimligt.



