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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVEQ091

Tid: den 28 oktober, 2022 em

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poing

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Berra har tva lador med strumpor. I den forsta ladan finns det 2 grona,
2 gula och en bla strumpa. I den andra ladan finns det 3 blda och 2
gula strumpor. Berra viljer forst en lada slumpmissigt (dvs med samma
sannolikhet) och véljer dérefter tva strumpor slumpméssigt ur den valda
ladan.

(a) Vad &r sannolikheten att Berra far en gul och en bla strumpa? (4p)

(b) Givet att Berra fick en gul och en bla strumpa, vad &r sannolikheten
att Berra valde 1ada nummer 17 (2p)

Lo6sning: Lat Ly vara hindelsen att Berra valde lada nummer k dér k =
1,2. Vi later sedan BG vara hindelsen att Berra far en gul och en bla
strumpa.

(a) Vi har att
2\ (1
( 2 1
P(BGI|L :1)(1):7:7
(for om han valde ladan nr 1 si finns det tva gula att vilja mellan
och en bla) och att

B(BG|Ly) = W) _ 6 _ 3

Vi ser darfor att

P(BG) = P(BG|L1)P(Ly) + P(BG|Ly)P(L2) =
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(b) Vi soker alltsad P(L1|BG) och anvinder Bayes sats for att se att

P(L,|BG) = P(BG|L,) P(L,) _ %: -

P(BG) 5
2. Lat X ha tathetsfunktion

flz)=Az for 0 <z < 1.

(a) Bestim A sa att detta verkligen dr en téthetsfunktion. (2p)
(b) Berdkna vintevirdet och standardavvikelsen av X. (3p)
(c) Berdkna P(0.7 < X < 0.9) (2p)

L&sning;:

(a) Vi har att A méaste uppfylla villkoret

o'} 1 A
1 :/ f(x)dx = / Aztdr = =
—00o 0

sa att A = 5.
(b) Véntevérdet blir

Vidare ar

E[X?] = /Oo 22 f(z)dx

— 00

1 1 711
= / 225ztdr = 5/ 28dx =5 [m} = i
0 0 7 0 7

sé att standardavvikelsen blir

VVar(X) = VE[X?] - E[X]2 = ,/% - % = 1/%(% 0.1409)

(¢) Vi har att

0.9
P(0.7 < X < 0.9) = / satde =[]0 = 0.9° — 0.7°(x 0.4224).
0.7 '

3. En flodhést pa ett zoo dter antingen 0, 1 eller 2 paket flodhdstmat per
dygn. Sannolikheten att den &dter 0 paket &r 0.01, sannolikheten att den
dter 1 paket dr 0.1 och sannolikheten att den &ter 2 paket ar 0.89. Vi antar
att hur mycket flodhésten &ter pa olika dagar &r oberoende av varandra.
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(a) Berdkna sannolikheten att flodhésten ater fler &n 190 paket mat un-
der 100 dygn. (4p)

(b) Berékna sannolikheten att flodhésten dter fler &n 190 paket mat un-
der 100 dygn och fler &n 190 paket under de darpa foljande 100 dyg-
nen. (2p)

Losning: Lat X vara antalet paket som flodhésten dter under dygn num-
mer k dar k=1,2,3,...

(a) Vi soker hér P (leg():ol X > 190) och maste anvéinda normalapprox-

imation. Vi har att
100 100
ZszN<IE ,Var(ZXk>>.
k=1 k=1

100

>
k=1

Vidare ar
100 100
E [Z Xk] =Y E[Xy] = 100E[X]
k=1 k=1
och

100 100
Var <Z Xk> = Z Var (X;) = 100Var(X;)
k=1

k=1

dar vi anvinde oberoendeantagandet i sista likheten. Dessutom ar
E[X;] = 0P(X; =0) + 1P(X; = 1) 4+ 2P(X; = 2)
=0-0014+1-01+2-0.89 =1.88,
och
E[X7?] = 0°P(X; = 0) + 1°’P(X; = 1) + 2*P(X, = 2)
=0-00141-0.1+4-0.89 = 3.66,
s& att Var(X;) = E[X?] — E[X1]? = 0.1256. Dérfor blir

100
> X~ N (188,12.56) .
k=1

Till sist ser vi da att

100 100
0 x, —188 190 — 188
P X,>190| =P k=1 >
(; b= > < V1256  — /12.56 >
~P(Z>056)=1—P(Z<056)~1—0.71 = 0.29.
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(b) De tva héndelserna ar oberoende och vi har darfor att den sokta
sannolikheten blir

100 200
P (Z X, > 190, Z X, > 190)

k=1 k=101
100 200

=P <Zxk > 190) P ( Z X > 190)
k=1 k=101

100 2
=P <Z X, > 190) ~ 0.292 ~ 0.084.
k=1

4. Lat (X,Y) vara tva kontinuerliga slumpvariabler med gemensam téthets-

funktion
fxy(xz,y)=6(x—y)for0<y<lochy<z<lI.
(a) Bestdm marginaltithetsfunktionen for Y. (2p)
(b) Bestdm den betingade tathetsfunktionen for X givet Y =y.  (1p)
(¢c) Berdkna E[X|Y = y] for alla virden pa y. (3p)
Losning;:

(a) Vi har att

o) 1

fy(y) = Ixy (z,y)de = / 6(z — y)dx
. y
$2 !

1 y2 2
=06 |— — =6 = —y—
5], o)

=3-6y+3y°=3y—1*foro<y<1.
(b) Enligt definition s dr denna

_fxv(@y)  6l@—y) 2z -—y)
e Y RS AR VRS ER
for0<y<lochy<z<lI.

(c¢) Enligt definition sa har vi att

o0

E[X|Y =] :/ zfxy(z)dx

— 00

ot 2@-y) 2 !
_/y x(y_1)2dz_(y_1)2/y (z% — zy)da

2 [ ] 2 (1 oy
o (y—-1)2[3 2], W-12\3 2 3 2
22— 38— 2 2

3y t+y _ Y 3y + :er for0 <y <1.
(y—1)? 6 3y—1)2 3




Tentamentsskrivning: Matematisk Statistik MVE091 5

5. Betrakta ett elektriskt system enligt Figur 1. Systemet fungerar om an-
tingen komponent A fungerar, eller om bade B och C fungerar. Vi later
F5 vara héndelsen att komponent A fungerar efter ett ar och vi later
pa = P(F4) vara motsvarande sannolikhet. P4 liknande sétt definierar vi
Fp, Fc och pp,pc.

Figur 1: Ett elektriskt system.

(a) Under antagandet att alla héndelser &r oberoende av varandra, vad
ar sannolikheten (uttryckt i pa,pp och po) att systemet fungerar

efter ett ar? (3p)
(b) Vad blir sannolikheten i (a) om vi vet att hédndelsen F'§ intriffar (dvs

att komponent A ej fungerar efter ett ar)? (3p)
Losning:

(a) For att systemet skall fungera méaste Fs intriffa och/eller Fg N Fe.
Sannolikheten att hela systemet fungerar ar darfor

P(Fa U (FpNFe))
— P(F4) +P(Fp N Fe) — P(Fan (Fp N Fe))
=P(Fa) +P(Fp)P(Fc) — P(Fa)P(Fp)P(Fc)
= pA +PBPC — PAPBPC,

dar vi anvande oberoende i andra likheten.

(b) Om vi vet att komponent A dr sénder s& krivs det att bade B och
C fungerar for att systemet skall fungera. Alternativt ser vi att

P(Fa U (Fg N Fo)|FS) = P(Fg N Fo|FS) = P(Fp N Fe).

Om alla hdndelserna &r oberoende sa géller att det seriekopplade
sub-systemet (komponenter B, C') fungerar med sannolikhet

P(Fg N Fe) = P(FR)P(F¢) = pepe-
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6. Lat X1, Xs,...X,, varaii.d. (dvs oberoende och likaférdelade) dar fordel-
ningen dr Gamma(x, f3).

(a) Bestdm likelihooden for X7, ..., X,. (1p)

(b) Bestam log-likelihooden for X;, ..., X,, och expandera detta uttryck

(dvs skriv inte bara log av svaret i (a)). (2p)

(¢) Antag att o = 3. Hitta maximum likelihood skattaren (MLE:n) for

B. Anvind att I'(3) = 2. (4p)
L&sning;:

(a) Enligt foreldsingen s& ges likelihooden L(«, ) av den gemensamma
téthetsfunktionen som blir

n n

L(a, B) = H xR) = H

(b) Log-likelihooden I(«, B) fas genom att logaritmera L(c, 8). Vi ser att
(v, B) = log (H xn 1 _T’“/5>

= —nlog(T(a)B" (a—1) Zlog (k) Zxk

& Lo—oi/B

(¢c) Om a = 3 sa ser vi att

1(3,8) = —nlog(2ﬁ3) + 2210g(xk) ! ka
k=1 B k=1

= —nlog(2) — 3nlog(B) + 2210g (k) Zxk.

Vi deriverar denna med avseende pa [ och far att

n

'(3,8) = 7?%1 + % Zxk
k=1

och att

1"(3,8) 52 53 Z Tk

Om vi sétter 0 =1'(3, 3) s far vi ekvationen

—;;xkséattﬂ— Z Ty =

OJ\H\
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For att se om detta motsvarar ett maximum sa undersoker vi 1" (3,Z/3).

Vi ser att
3n - 54 27n

1"(3,%/3 ——nT=—-——=<0
33/9 = &5 ~ ey 72 G @ @e <
s& vi har hittat ett maximum. Var maximum likelihood skattare blir

darfor _

T

/3 _

7. SkumRask tillverkar isolerskum som skall anvandas i byggen. De havdar
att halten asbest i deras isolerskum inte ar mer dn 4%. Konsumentverket
missténker att de ljuger och képer déarfor in 30 varuprover med isolerskum
fran SkumRask. Konsumentverket later direfter testa de 30 varuproverna
och far att samplingsmedelvéirdet blir T = 5.2 med samplingsvariansen
s?(z) = 2.2. Konsumentverket antar att data kommer fran en normalfor-

delning.
(a) Satt upp ett lampligt hypotestest for att testa Konsumentverkets
misstankar. (2p)
(b) Om man véljer signifikansnivan « = 0.05, vad blir d4 motsvarande
forkastningsregion (rejection region, RR)? (3p)
(c¢) Utfor testet i (a) pa signifikansnivan o = 0.05. Vilken slutsats drar
du? Vilken typ av fel riskerar du att gora? (2p)
L&sning;:
(a) Om X;,..., X, far representera halterna asbest i de 30 varuproverna

(innan méitning) s har vi enligt antagandet att X ~N(u,0?) dér p
och o2 &r okinda. For att testa ifall halten asbest 6verstiger 4% sa
anvander vi foljande hypotestest:

Hy: p=4
Hli ,LL>4

(b) Punktskattaren for p #r X och vi vet att

2 2
X~oN(pZ)=N(4Z
30 30

dar likheten ar sann om Hj ar sann. Vi ser darfor att
X -4 X —4
o/+/30 s(X)/v30

om Hj ar sann. Vi véljer darfor test-statistikan

~ N(0,1) och att ~t(n—1) =t(29)

X —4

T =5/
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och forkastar Hy ifall T(X) “blir for stor”. Forkastningsregionen blir
da pa formen RR = [c,00) dir ¢ bestdms av att

a=0.05=P(T(X) € RR) =P(T(X) > ¢),

och t-tabellen ger att tg.05(29) &~ 1.699. Vi har darfor att ¢ = 1.699
och véar forkastningsregion blir darfor

RR = [1.699, c0).

(¢c) Med insatta data far vi att
_ T-4 _ 52-4 _
s(z)/v30  v/2.2/4/30

och da T'(z) € RR s& forkastar vi Hy pa signifikansnivan o = 0.05. Vi
riskerar da att gora ett typ I fel, i detta fall att vi anklagar SkumRask
for att ljuga om asbesthalten trots att de inte gor det.

T(x) 4.43

Alternativt: Man kan 16sa denna utan att anvianda svaret i (b)
genom att berdkna p-vérdet. I detta fall sa blir

p-virde = P(T(X) > T'(x))
=P(T(X) > 4.43) <P(T(X) > 3.659) = 0.0005,

(dar olikheten kommer sig av att t-tabellen med 29 frihetsgrader bara
stricker sig upp till punkten 3.659). D& p-virde < 0.05 = « drar vi
saklart samma slutsats och riskerar att gora samma fel.

8. Ett foretag skall vilja en underleverentér som skall leverera en speciell
komponent. Det ar viktigt att komponenterna inte ar defekta och man
koper darfor in tva provserier fran vardera underleverentor. Efter att man
testat alla inkdpta komponenter fick man féljande resultat.

Underleverentor nr: 1 2
Antal inképta komponenter: | 800 | 900
Varav defekta: 32 | 41

(a) Skatta proportionerna defekta komponenter fran de tva underleve-
rentorerna. (1p)

(b) Ange ett 95% konfidensintervall for skillnaden mellan proportionerna.
(4p)
L&sning;:
(a) Lat p1,p2 beteckna de tva proportionerna. Vara punktskattare ar

32 41
= 2og (™ 0-04) och py = o (~ 0.04536).

P 900
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(b) Hér anvinder vi att enligt foreldsningarna si ar

pr(1 — pr)

pr =N (Pk,
ng

> for k= 1,2,

och darmed blir

p1(l —p1) n pa(1l —p2)>

p1—p2~= N (pl — po,
ny )

5(1— 5 5o (1 — B
%N(_m—pg,pl( P1)+P2( pz))_

ni n2
Vi véljer darfor referensvariabeln

_ p1 — P2 — (p1 — p2)
Sﬁl*lb

R

)

dar

g2 _ p1(1=p1) | pa(l — po)
I T

Ett (1 — a)100% K.I. ges darfor av
l—a=P(—242 <R < 24)0)

=P (—2a/25,—ps < D1 — P2 — (P1 — P2) < 2ay25p,—p2)

=P (p1 — P2 — 2a/25p1—po < D1 — P2 < D1 — P2 + Za/25p1—ps) -
D4 2p.025 ~ 1.96 s& far vi att ett 95% numeriskt K.I. for p; — po ges

av

Iy —p> = P1 — P2 £ 2a/25p, —p, = [—0.0248,0.0137].



