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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVEQ091

Tid: 5 januari, 2023 em
Hjdlpmedel: Typgodkind minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pé en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. En politisk kommitté skall bildas av en grupp politiker. Gruppen bestar
av 3 personer fran partiet A, 4 personer fran partiet B och 6 personer fran
partiet C.

(a) Antag att kommittéen bestar av sex politiker och att alla partier
maste representeras av tva individer. P4 hur manga sétt kan man
bilda en sddan kommitté? (3p)

(b) Antag att kommittéen bestdr av sju politiker och att alla partier
maste representeras av minst tva individer. P4 hur manga sétt kan
man bilda en sddan kommitté? (3p)

Losning
(a) Antal sitt att vélja ut tva politiker att representera parti A &r
3
2

och pa liknande sétt for B,C har vi

4 . 6
respektive .
(o) ropsane )

Det sammanlagda antalet sitt blir darfor

Qs

(b) Ett sitt att rdkna ut detta dr att summera Sver de olika fallen néir
vi har tre representanter fran parti A,B respektive C. Antalet kom-
mittéer med tre represententer fran A blir da

(O ==
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@ @ @ =3-4-15=180,
()G () =0 =mm

Sammanlagt har vi da

90 + 180 + 360 = 630

och for B

respektive C

mojliga kommittéer.
2. Lat X ha tathetsfunktion

1
f(ﬂc):@av3 for 2 <z <4.

(a) Berikna E[vX]. (2p)
(b) Lat Y = v/X. Beriikna téthetsfunktionen for Y. (3p)
(c¢) Anvénds ditt svar i (b) for att berdkna E[Y]. (2p)

Lo6sning:

(a) Vi har att
0o 4 3
E[\/)?]:[ ﬁf(x)dx:/2 \/E%dz

_ 1/4 x7/2dx _ i 21.9/2 4 _ 49/2 _ 29/2
60 J, 60 9 s 270

(~ 1.8125).

(b) Vi gar via fordelningsfunktionen men noterar forst att Y = VX €
[v2,4]. Vi ser dirfor att for y € [v/2,4] sa har vi att

Fy(y) =P(Y <y) =P(VX <y) =P(X <3?)
/1/2 xsd A1 5 — 2t
= —ar = _— = .
9 60 240 |, 240
Detta innebéar i sin tur att

fy(y) = Fy(y)

(¢) Vihar nu att

00 2 7
E[Y] =/_ yfy(y)dy=/ﬁygody

_/2 ysd B y9 2 _29_29/2
~ s30T 210) 5 210

vilket 4r samma svar som i (a).

8y" Yyl ..
=2 =2 firv2<y<a2
240 — 30 Or V2<y<
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3. Mr Bakos lider av ett markligt tvangsbeteende. Varje morgon, aret om,
gar Mr Bakos ut med sitt hagelgevir och skjuter lerduvor. Han skjuter
tills han fatt en traff och sedan gar han in och dricker kaffe. Antag att
varje skott tréffar oberoende av varandra och med sannolikhet 2/3.

(a) Vad dr sannolikheten att Mr Bakos under en given morgon inte be-

hover skjuta mer &n hogst 2 skott? (2p)

(b) Vad ar sannolikheten att Mr Bakos under tre pa varandra foljande

mornar inte behover skjuta mer &n hogst 2 skott? (2p)

(¢) Beriikna sannolikheten att under minst 320 av arets 365 mornar sé

behdver Mr Bakos inte skjuta mer dn hogst 2 skott. (3p)
L&sning;:

(a) Lat X =antalet skott Mr Bakos behover till och med forsta tréffen.
D4 dr X ~Geom(p) dér p = 2/3 enligt uppgift. Den sokta sannolik-
heten blir dérfor

+

8
-

Wl
Wl N

PX<2)=PX=1)+PX=2)=

Wl o

(b) Lat

Vi — 1 om Mr Bakos inte behdver fler &n tva skott dag k
71 0 annars,

dar k = 1,2,3. Vi soker da

PY1=Y,=Ys5=1)=P(Y; =1)° = <S>3:

dar vi anviande att alla traflar ar oberoende av varandra.

(c) Lat Y, vara som i (b) fast for & = 1,2,...,365. Lat sedan ¥ =

26:51 Y}, och observera att vi s6ker sannolikheten P (Y > 320). Vi

har att ¥ ~Bin(365,8/9) men {or att kunna rikna méste vi anvinda
normalapproximation. Vi har da att

S 5.

Y ~ N(E[Y], Var(Y)) = N (365 L

1
-— ] =~ N(324.4,36.0).
S 5) = NE2.300

Dérmed blir

Y — 3244 _ 320 —324.4
P(Y > 300) = P ( > )

V36 T /36
~P(Z > —0.73) = P(Z < 0.73) ~ 0.7673,

dér vi anvinde symmetri och tabell i de tva sista stegen.
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4. Lat (X,Y) ha gemensam tathetsfunktion
fxy(z,y) =ca’ydir0<z<loch0<y<1

(a) Bestim konstanten ¢ sd att fxy (z,y) verkligen &r en tathetsfunktion.

(2p)
(b) Bestam marginaltithetsfunktionen for X. (2p)
(¢) Berékna sannolikheten P(X < Y). (2p)
L&sning;:

(a) Vianvinder att 1 = [7 [ fxy(x,y)dzdy och ser att

1= /OO /00 fxv(z,y)dxdy
/ / cx ydxdy—c/ {;Edyzg

sa att ¢ =
(b) Vi har att

o0 1 y2 1
z) = / Ixv(z,y)dy = / cx’ydy = ca? [] = 322
— 0 0 2 0

foro<z<l1.
(¢) Vi har att

P(X <Y) // Ixv (x,y)dzdy

z37Y ! 2
//Gmydxdy—G/y{} dy:2/ yldy = =.
0 0 5

5. Betrakta ett system som i Figur 1 dér systemet fungerar om minst en av
komponenterna fungerar, och antag att de tva komponenterna fungerar
oberoende av varandra. Antag ocksa att tiden det tar tills komponenterna
slutar fungera ar oberoende och exponentialférdelade med parameter [,
respektive fs.

(a) Berdkna 6verlevnadsfunktionen (reliability function) fér hela syste-
met. (2p)
(b) Berikna felintensiteten (hazard rate) for hela systemet. (2p)
(¢c) Antag att 81 = B2 = 1, vad ar felintensiteten da ¢ = 0 och nir
t — 00? (2p)

Losning;:
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T,

Figur 1: Parallellkopplat system.

(a) Om vilater T = max(T},T2) och Ry beteckna dverlevnadsfunktionen
for hela systemet sa géller att

RT( ) ]P’(max(Tl, Tg) t)
=1- P(maX(Tl,Tg =1- P(Tl S t)P(TQ S t)

<t)
=1 _/ —5/ﬂ1ds/ e—5/B2qg
—1— (1 _ e—t//%) ( _ e—t/ﬂz>

— /B 4 t/B2 _ e~ H(1/B1+1/B2)

(b) Det géller att felintensiteten p(t) ges av

fr(t)  Fn(t)  4(1—Rp(t))
M= o " e R

och vidare ar

44~ Re(t)) = C‘;t (1 4 et UBTB) _ gmt/By eft/m)

dt
1 1 1 1
==+ = e—t(1/51+1/ﬁ2) + 76—75/51 + 76—75//32
(51 52) B1 B2
sa att
(L 1) —t(1/B+1/B 1 —t/B 1 ,—t/B
(t) = (51+ﬁ2)6 /e /2)+ﬂ1€ /1+526 /P
Pt = e—t/P1 1 o—t/P2 — —t(1/B111/Ba)

(¢) Om B1 = B2 =1 sa blir

(1) = —2e7 % 4 27t - 2e 2t —2¢~t - 2e t -2 22— 2e~t
PRUT 9ot —e 2t~ 2 _9et e t—2  2-et’

Vi ser att p(0) = 2=2 = 0 och att lim;_, p(t) = =2 = 1.
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6. Los foljande tva uppgifter.

(a) Lat X vara likformigt férdelat pa intervallet [0, N] (dvs X ~U([0, N])).

Bestdm momentskattaren for V. (3p)
(b) Lat Y vara likformigt fordelat pa intervallet [-N, N] (dvs Y ~U([—N, NJ)).
Bestdm momentskattaren for V. (3p)
Losning:

(a) Enligt momentmetoden skall vi forst berdkna E[X]. Vi har att E[X] =

% sa att enligt momentmetoden skall vi 16sa ut N ur sambandet

X = % och vi far d& att var momentskattare blir

N =2X.

(b) Om vi har berdknar E[X] sa ser vi att E[X] = 0. Momentmetoden
foreskriver dirfor att vi istéllet beriiknar E[X?]. Vi ser att

N 31N 3 (_A7\3 2
s [t L[] N N
_N 2N 2N [ 3] N

Momentmetoden séger dé att vi skall ta X2 = NTZ sd att
N =V3x?
e VU9 1
dér X2 =150 X7

7. Foretaget Balk’R’Us tillverkar balkar som skall anvindas i storre konstruk-
tioner. Dessa balkar maste halla for stora pafrestningar och forskningsav-
delningen har nyligen hittat en ny legering som de tror kan vara béttre
an den gamla. Det testar dirfor ménga balkar av vardera typ (existerande
legering och ny legering) som de utsétter for extrema belastningar (17 N)
och ser hur manga av balkarna som brister. De fick f6ljande data:

Existerande legering Ny legering

Antal testade balkar 50 40
Antal balkar med brott 13 7
(a) Punktskatta proportionerna av vardera balktyp som haller for en
belastning av 17 N. (1p)
(b) Skapa ett 99% K.I. (konfidensintervall) for skillnaden mellan de tva
proportionerna. (4p)

L&sning;:
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(a) Vi anvinder sa klart

37 33
5. = oL~ 0.74 och fy = — ~ 0.825.
1= P2 =00

Om man rakat rdkna pé de som gar sénder far man istéllet:

13 7
p1 = — ~ 0.26 och Py = — ~ 0.175.
P1 50 0.26 och po 10 0.175

(b) Hér anvinder vi referensvariabeln

poP2—Di— (p2 —p1) ~ N(0,1)
Sp

déar
(15 Bl
2= PP | P20 =P2) oy =50,y = 40,
s n2

Vi har vidare att

0.99 = P(—20.005 < R < 20.005)

o — D1 — (p2 — p1)
Sp

=P (p2 —p1 — 2.575- Sy < pa —p1 < P2 —Pp1 +2.575- 55) ,

~P (-2.575 <P < 2.575)

s& att ett 99% K.I. for po — p1 blir

1,

p

»—p1 = D2 — P1 £1.96 - S ~ [—0.137,0.307]
dér vi anvént att Sz ~ 0.0075.

8. Den ryska armén ser ett behov av att kunna konservera mat under en
langre period. Speciellt vill man konservera korv i konservburkar. I ett
experiment undersoktes darfor hur lange konserverade korvar holls farska
som funktion av méngden cyanid som blandades i konserverna. Man fick
foljande tabell:

Mingd cyanid (ppm): [ 0 1 2 4 6 10 14 20
Overlevnadstid (dagar): | 488 583 514 536 595 829 909 1088

Med overlevnadstid menas hér tiden som konserven nasags vara farsk.
Data sammanfattas med att

Spe & 34T Sy, ~ 341600 S, ~ 10614.

a) Ansétt en linjar regressionsmodell och skatta vérdet pa de ingaende
Ansétt en linja i dell och skatta virdet pa de ingéend
parametrarna. (1p)
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(b) Genomfor ett hypotestest pa signifikansnivin o = 0.01 hurvida méng-
den cyanid 6kar konservernas hallbarhet. Gor detta genom att berdk-

na p-vardet (s& gott det gar) for testet. (4p)

(c) Berdkna alla residualer och plotta dessa. Berdkna ocksé forklarings-

graden. Verkar deras modell rimlig? (2p)
L&sning;:

(a) Vi ansétter y = Sy + S1x och har att

.S, R
B = 5 Y 2 30.6 och By =7 — 31T ~ 474.8
(b) Vi skall alltsa testa
Ho: p1=0
H, B >0

pa a = 0.01. Vi vet att Bl ~ N (61, o’ ) s& att under Hy (dvs om

51:0)ér
R 2
,81~N<0,53'M>.

Vi véljer darfor test-statistikan

i

_ hm
T(B) = 5 e ~ =) = (6)
dér ¢(6) &r noll-fordelningen och
— Bo — Bra)?.
k:l

Om H; stdmmer s bor T(E) tendera att bli stor och positiv. P-
vardet ges darfor av

p-virde = P(T(E) > T(e))
och hér blir

Bile) 30.6
Sr(6)/v/Sew  \/2801/1/347

diir vi anviinde att data gav att S?(e) ~ 2801. Tabell ger att

~ 10.77

T(e) =

p-virde = P(T(E) > T(e))
~ P(T(E) > 10.77) < P(T(E) > 5.959) = 0.0005.

D& p-vérdet dr mindre &n « forkastar vi Hy pé signifikansnivan 0.01.
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(c) Forklaringsgraden R? ges av

52
R?= "%  ~0.9504.

Sz Syy
Residualerna ges av
Méngd cyanid (ppm): 0 1 2 4 6 10 14 20
Overlevnadstid (dagar): | 488 583 514 536 595 829 909 1088
Residualer: 13.2 7716 —-22 —-61.2 —-63.3 483 6 1.4

Den hoga forklaringsgraden tillsammans med plotten av residualerna
gor att vi drar slutsatsen att deras modell ar rimlig.

gof m ‘ ‘ ' T
60 1
40| 1
20 f :
> 0F "
20 F B il
40 F il

B0 F ] - i

80 | ‘ ‘ ‘ . ‘ 1
0 5 10 15 20

Figur 2: Residualerna.



