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Enhetscirkeln

Ekvationen 22 4 y? = 1 definerar enhetscirkeln i R%. Den ar
centrerad i origo och har radius 1. Vi méter vinklar 6 i
enhetscirkeln som utmynnar fran den positiva x-axeln och okar
under forflyttning motsols.

Vinklar tilldts vara storre en ett helt varv. Vi kan ocksd ange
negativa vinklar genom att mata medsols.



Den matematiskt sett mest naturliga enheten for vinklar ar

radianer.

r

En radian ar vinkeln vars baglangd ar lika med cirkelns radius r.

Sa ett helt varv motsvarar 27 radianer.
Varje reellt tal 8 € R ger en vinkel. Vanligtvis néjer man sig dock

med vinklar i intervallet [0, 27) eller (—m,7].



Nagra vanliga vinklar

Vinkel

0 = 7 radianer = 180 grader




Nagra vanliga vinklar

Vinkel

0= g radianer = 90 grader




Nagra vanliga vinklar

Vinkel

0= % radianer = 45 grader




Nagra vanliga vinklar

Vinkel

0= % radianer = 30 grader




Nagra vanliga vinklar

Vinkel

0= g radianer = 60 grader




Sinus och cosinus fran trianglar

Betrakta en rat triangel:

Definition
Vi definerar sin(6) := ¢/b och cos(6) := a/b samt

sin(0)

tan(6) = cos(6)’

Vo ¢ {kr/2| k € Z}.




Radianer eller grader

Sag att vi definerade sin(f) och cos(6) dar 6 ar vardet for vinkeln i
grader. Da kan vi anvanda isomorfismen
1
grad : R — R, grad(z) := ﬁx

™

for att definera

sin(x) := sin(grad(z)), Vx € R.

D3 ar sin(6) den korrekta sinusfunktionen om 6 mats i radianer.
Vanligtvis ar det sin(6) vi anvander och vi skriver bara sin(f)
hursomhelst.



Trigonometri i enhetscirkeln

Lat 0 vara en vinkel i enhetscirkeln och 13t a = (a1, a2) vara
enhetsvektorn i figuren.

Skada
sin(f) ar y-koordinaten till a och cos(6) ar z-coordinaten till a,

a; = cos(6), ay = sin(6),

medan tan(@) ar lutningen ao/aq . 7
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Grapherna till sin(x) och cos(x)

0.5




Sinus och cosinus av 7 /4

Betrakta en triangel dar tva sidor ar lika ldnga och den tredje har

langd 1:
! 1
V2
m
I .
1
V2
Vi far:
Vinkeln /4

sjn(ﬂ'/4) = och COS(?T/4) =

Sl
Sl
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Sinus och cosinus av 7/6 och 7/3

Betrakta en triangel dar alla sidor har langd 1.

wly
—_
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Sinus och cosinus av 7/6 och 7/3

Betrakta en triangel dér alla sidor har langd 1. Sedan skar den itu.

N[

SE]

el
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Sinus och cosinus av 7/6 och 7/3

Betrakta en triangel dar alla sidor har langd 1. Sedan skar den itu.

SE]

N|—=

o

Observera att /2 — /6 = 7/3. Fran detta:
Vinklarna /6 och /3

saval som

sin(/6) = ;

sin(m/3) =

>

och

och

cos(m/6) = @

cos(m/3) = %

11



Andra vinklar

Genom att anvanda cirkelns symmetri kan man hitta varje
trigonometrisk funktions varde i féljande vinklar:

Standardvinklar

07r7r7r7r27r37r57r Tm b 4nm 3m 5m 7w 1llxw
)

6°4°37921 39 42 6°73 624232233945 6 *
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Ovning
177r). J

Berdkna tan(~;

Losning: Vinkeln NTW ligger inte i [0,27), men vi har

17 17 5
tan(=") = tan(~g" — 27) = tan(%")
Ritat i enhetscirkeln ser denna vinkel ut sa har:

Fran detta ser vi att sin(2F) = 3 och cos(‘f’6 )=—Y3, 53
177 57 Sin(Sgr) 1
tan(=g") = tan(g) = —5r = — 5.
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Trigonometriska formler

Formler

For alla vinklar 8, a;, och 3 har vi

sin?(#) + cos?(f) = 1 (Pythagoras sats)

@ cos(—0) = cos(#) (jamn) och sin(—0) = —sin(f) (udda)

@ sin(f + 7) = —sin(f) och cos(f + 7) = — cos(h)

@ sin(f + 27) = sin(#) och cos(f + 27) = cos(f) samt
tan(f + 7) = tan(0) (periodicitet)

e sin(f + ) = cos(#) och cos(§ — ) = sin(#) (komplementar
vinkel)

e sin(a + () = sin(«) cos(5) + cos(a) sin(f)

e cos(a+ ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)
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Ovning J

Hitta sin(%).

Losning: Notera forst att {5 = 7 — &. Med hjalp av
additionsregeln for sinus far vi

sin({5) = sin(§ + (—§)) = sin(§) cos(—§) + cos(}) sin(—5)

_ V26

= sin(%) cos(%) —cos(%) sin(%) = .

l\')\r—t
w\x
w

1
V2 7
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Approximation med polynom

For alla z € R har vi

] (_1)nm2n+1 $3 1,5
sm(x)zzilzx_7'+7'+...
Z @+ 1)! T
(_l)nx2n IE2 1'4
cos(:c)zzizl_f_i_f_k...
=0 (2n)! 2 4l
Approximationen
sin(z) ~ z

ar god for sma x.
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