TMV170 / MMGD30 MATEMATISK ANALYS VT22
LOSTA EXEMPEL: ODE AV FORSTA ORDNINGEN

I dessa anteckningar kollar vi pa nagra exempel géllande ordininéra differentialekva-
tioner av forsta ordningen.

Ezempel 1.1. Bestdam den 16sning till y(x)y'(x) = —42 som uppfyller att y(0) = —1.

Lésning: Denna ekvationen ar separabel (den &r redan separerad). Men g(y) = y och
f(z) = —4x sa har ekvationen g(y(x))y'(z) = f(z).

En primitiv till g(y) = y ges av G(y) = y*/2 och en primitiv till f(z) = —4z ges av
F(x) = —22%. Sa vi kan skriva ekvationen som

(y(x)?/2) = —4a.
Om vi integrerar (tar primitiv) bégge sidor finner vi att

/(y(x)Q/Z)'dx = /(—4x) dr = y(2)?/2=-22+C = y(z)*=—42°+C.

Vi ser att antingen y(z) = —vC — 422 eller y(x) = VC — 422 &r 16sningar (ddr de
ar definierade). Vi soker den 16sning som uppfyller att y(0) = —1 sa det maste vara
den negativa roten vi soker och vidare far vi att

L= y(0) = VO 1P = —VC

sa vi soker 1osningen med C' = 1. Vi finner att losningen ar y(x) = —v/1 — 422 som
ar en giltig 16sning pa intervallet (—1/2,1/2).

FExempel 1.2. Hitta den losningen till differentialekvationen
(1+2%)y (2) + 1+ y(x)* =0
som uppfyller att y(1) = 0.
Losning: Vi kan skriva om ekvationen som foljer
(1+2?)y () +1+y(2)* = 0 & (1+2%)y (2) = —(1+y(2)*) & =
1




2 LOSTA EXEMPEL: ODE AV FORSTA ORDNINGEN

dér vi i sista steget anvinde att 1+ 22,1+ y(z)? bada &r skilda fran noll (de &r inte
mindre &n 1). Vi har saledes visat att differentialekvationen ar separabel (genom att
separera den).

Med g(y) = ﬁ och f(x) = — 175z har vi ekvationen pa formen g(y(z))y'(z) = f(x).

g och f har primitiva G(y) = arctan(y), F(z) = — arctan(x). Sa vi har att genom
att integrera bégge sidor av ekvationen

/g(y(m))y'(m)dm = /f(x)dx — arctan(y(x)) = — arctan(z) + C
—  y(x) = tan(— arctan(z) + C).

Da y(1) = 0 far vi att C ska viiljas sa att 0 = y(1) = tan(—arctan(l) + C) =
tan(—7/4 + C). Da tan(x) = 0 om och endast om x = kn for nagot k € Z far
vi att alla val av C' = km + 7/4 funkar. Men da tan &r m-periodisk sa ar y(z) =
tan(— arctan(z) + k7 + m/4) = tan(— arctan(x) + 7/4) = — tan(arctan(x) — 7 /4) for
alla k € Z sa vi kan likavil vilja k = 0.

Genom lite trigonometri kan 16sningen forenklas till

1—2z
y(r) = 1+x

Ezxempel 1.3.

a) Hitta alla 16sningar till differentialekvationen
y(z) —ay(z) ==

b) Hitta den 16sning som uppfyller att y(1) = .

For att hitta den allminna losningen foljer vi strategin ovan. Detta dr en linjér
forsta ordningen ODE (inte med konstanta koefficienter). Koefficienten framfor y(z)
dr f(x) = —x si som integrerande faktor tar vi e=*"/2. Ekvationen blir da ekvivalent
med

(e—xz/Qy(:L,))/ _ e—x2/2x

vi tar primitiva av bada sidor och finner att

€_$2/2y(:(]) = /6_12/2.1](11' = y(x) 2612/2/6_12/21’d1‘-
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Vi vill berdkna integralen:
2
—22/2 _ uU=2x /2, }
/ ¢ vde { du = zdx

= / e “du
=4 C=—"?1C
Sa vi finner till slut svaret pa a) att den generella 16sningen ges av
y(z) = ez2/2(_ef:)§2/2 +C0)=-1+ Cle™’/2
for C' € R.
For att svara pa b) sétter vi in z = 1 och far ekvationen
T+ 1

Ve

T=y(l)=—-14+Ce? = C=

sa den sokta losningen ar

Tl e

y(x) =—-1+ 7 e = —1 4 (74 1)@ D72,

Ezempel 1.4 (Uppgift 2, tentan 2018-06-05). Los differentialekvationen
(2® +4)y' (z) + day(z) = @.

Losning: Ekvationen ar linjar av forsta ordningen och kan skrivas pa standard formen
(da z* + 4 > 0 delar vi inte med noll)

4x () T
T) = ——o0
y 2+ 4

(2 +4)y (2) +day(x) =2 & y(z)+ .

Ekvationen ar dven separabel da den kan skrivas som

1 (@) T
- @ r) = ———
1—4y(m)y 4+ x%’
men hér ser det ut som det kan bli problem ifall y(x) = 1/4.
Lat oss losa den med integrerande faktor. Koefficienten framfor y &r f(x) = mﬁ—il

en primitiv till detta ges av F(z) = 2In|z? + 4| = 2In(z? + 4) sa vi kan ta som
integrerande faktor ¢2@*+4) Vi finner att ekvationen dr ekvivalent med
x

21In(x244) I _ 21In(x2+4)
(@) = 2t T
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eller da 2@ +4) = (22 4 4)2
(2% +4)%y(2)) = 2(2” +4)

vi integrerar bada sidor och far att

(2% + 4)%y(x) = /x(mQ +4)dr = x* /4 + 22 + C.

Vi finner saledes att den generella 16sningen till ekvationen ges av
at 4822 + C
y(o) = —— e
4(z2 4 4)
for nagot C' € R.

Vilket kan skrivas som y(z) =  + m (men med en ny konstant). Vi ser saledes

att alla 16sningar som inte ges av y(z) = 1/4 haller sig borta fran virdet 1/4 (storre
dn om C' > 0 och mindre &n om C' < 0).

Man kan ocksa losa ekvationen med receptet for separabla ekvationer men da far
man vara forsiktig med vad som hénder om y(z) = 1/4, hér slapp vi det.



