FTF131 Ovning I: Residykalkyl

by Daniel Erkensten November, 2022

1 Cauchys principalvarde

I denna kurs kommer vi frekvent att anvinda oss av Cauchys principalviarde vid integral-
rikning. Detta ar ett siatt att omdefiniera formellt divergenta integraler. I allménhet kan
vi definiera principalvirdet P av integralen I = [ dx f(x) enligt

P(I) = lim ( / e [ f(x)dx) | (1)

e—0 Tote

dér xy ar en dndlig]| singularitet (oftast pol) till f(x). Fallet med flera poler z; fas enkelt
genom summation.

2 Residyintegral I

Betrakta integralen

> dx
=7 | e .

Vi noterar att vi integrerar langs den reella axeln och behover undvika polen i zyg = —1.
Det finns dven poler i x = +i, men dessa ar ju inte med i vart integrationsomrade! Vi
anvander (1)) och finner

r=m (/m FETs L E T 5) )

Nu komplexifierar vi integralen ovan och betraktar kurvintegralen ¢, f(z)dz, med f(z) =

m och den slutna kurvan C' = Ly U Ly U C U Cg, med beteckningar enligt Figur

1P| Hér ser vi att vi kan skriva (i griansen € — 0, R — 00)

I= [ fx)de+ | f(z)dz . (4)
Ly Lo
Vi betraktar emellertid
I'= 7{ f(z)dz = I—l—/ f(z)dz + f(z)dz . (5)
C Ce CR
Forst berdknar vi integralen éver C.. Har parametriserar vi z = e’ — 1, t € [, 27]. Vi
finner da ) y
T ree”dt T
z2)dz = A — = — ,e—0. 6
= [ e 0
1Om vi har en singularitet i 9 — o0, och betraktar integralen I = fix;o f(z)dz géller det att P(I) =
limg_ o0 f_aa f(z)d=.
2Notera att vi kan villja att innesluta eller utesluta polen x = —1. Bade valen ger naturligtvis samma

svar (bra 6vning att kolla dettal). Vi hade ocksd kunnat sluta kurvan med en halvcirkel i det undre
halvplanet, men detta kdnns mest naturligt.



Vidare visar vi att integralen over den stora cirkelbagen, C'g, gar mot noll da R — oo
(parametrisera z = Re', 6 € [0, 7]){]

T 1df
. f(z)dz:/o (22 + 1)(1 + 1) (Re)) —0,R — o© (7)

Slutligen, kan vi latt berdkna den aterstaende kurvintegralen enkelt via residysatsen. Vi
har bara enkelpoler zg = —1 samt z; = +¢ som innesluts av kurvan C', och dérav foljer
att (notera moturs orientering pa kurvan!)

jéf(z)dz = 2mi(Res,y=—1(f(2))+Res,,—i(f(z)) = 2m’(%+wl+i)) =i+ g j_ R (8)
Detta ger alltsa via att
i —I+/f dz_I+T 9)

Héarur foljer
j_:i_7r+.7r :iﬂ(i—i—.l)+27rz7r(l+l:)zzj (10)
2 141 2(i+1) 2(1+4) 2

och vi ar klara. I slutdndan far vi inga imaginara bidrag till integralen, som forvéintat.
Vi finner alltsa att

I:g. (11)

Figure 1: Integrationskurva for exempel 1. Notera att vi bara visar 6vre halvplanet hér.
Polen zo = —i ligger utanfor integrationsomradet.

3 Residyintegral II: Grensnitt

Betrakta integralen[]

1:/ T dr 0<a<l (12)
o T+1

3 Alternativt med Jordans lemma: |f(z)| gar likformigt mot noll snabbare én 1/|z|, da |z| = R — oo.

4 Anmirkning: integralen dr vildefinierad i grinserna z — 0 och 2 — oco. Speciellt, for x << 1, giller
X

att integranden f(z) = T;_;I ~ =% (som latt kan integreras) och for z >> 1 giller att f(z) =~ x

(som ocksa ar integrerbar i x — oo for a > 0).

—a—1



Varfor ar denna integral problematisk? Integranden &r flervdird. Detta ser vi genom att
parametrisera z = re??, 0 € [0, 27] och noterar att for § = 0 har vi att 2= = r~® emedan
for @ = 27 finner vi 27 = r~% 2™ £ = eftersom 0 < o < 1. For att rdda bot pa denna,
tvetydighet vid integrationen lagger vi ett grensnitt langs den positiva reella axeln, se figur
2. Nu sétter vi f(z) = 27%/(2z + 1) och betraktar integralen runt C' = C. UCr U I U I5.
Integralerna runt C. och Cg berdknas som i foregaende uppgift. Det foljer att

2

f(2)dz=~ [ R ‘e d) — 0,R — oo (13)
Cr 0

och analogt

27
f(2)dz ~ = / ie”@= D099 0, e — 0 (14)
Ce 0

Pa I har vi z =~ z och sédledes kan vi identifiera var originalintegral. Analogt har vi
z ~ e?™y pa I, | Detta resulterar i

f(z)dz = / % (24 1) = —e ] e — 0 (15)
Iz

o0

Nu aterstar bara att berdkna den slutna kurvintegralen éver C":

Im(2)

i | =

Figure 2: Integration med grensnitt.

74 F(2)dz = 2miRes. 1 (f(2)) = 2mie— "™ (16)
Sammantaget har vi alltsg funnit att
jg f(2)dz = 2mie™ ™ = (1 — e 2™)[ | (17)
varur det foljer att ’
[—_ M (18)
el — e~ima gin(mwa)

Notera att vi ej far nagra problem med divergenser pa grund av kravet 0 < o < 1.

SFormellt bér man ta 2m — 27 — € och i slutet av rikningen ta grinsen ¢ — 0, men vi behéver inte
vara s& petiga har.



4 Smart kurva

Vi betraktar foljande integral

<1
In:/ de ,n>1, (19)
o T"+1

dar vi noterar att specialfallet I3 16stes pa foreldsning. Har vill vi finna 16sningen for att
allmant n > 1E| Vi borjar med att komplexifiera integralen, det vill sédga infor

1

— _ 20

f) = s (20)

Nu 6nskar vi finna polerna till f(z). Dessa finner vi enkelt genom att kriava att 2" = —1
varur det foljer att .

g =™/ 01,0 —1 (21)

Betraktar man dessa poler i det komplexa talplanet finner man att de ligger utplacerade
langs med enhetscirkeln. Dess exakta placering beror pa n, men den behéver vi ej har.
Vi vet emellertid hur polerna &r placerade relativt varandra. Hur valjer vi var integra-
tionskurva? Vi &r "smarta' och innesluter bara en enda pol, zy = ¢/". Detta kan vi
gora med en sa kallad "pizza curve'. Denna slutna kurva  bestar av tre delar enligt
v=TUCRrU (0, R), se figur.

U Ao Coo

. P ™ ‘
: 5.1 . o 4 R{(’-’t\
\ S

R DS (N QAT
?:\k‘;ﬁ.

Figure 3: Smart kurva v : ' U Cr U (0, R). De n polerna ligger utspridda langs med
enhetscirkeln.

Vi kan nu skriva

R—o0

I%gréo]gf(z)dz =1I,+ I%EI;O/Ff(z)dZ + lim . f(z)dz, (22)

6Fallet 0 < n < 1 konvergerar inte. Det bér ni kunna évertyga er om. Notera ocksa att vi inte kriver
att n ar ett heltal.



dar I, ar integralen vi 6nskar berdkna. Lat oss visa att integralen 6ver Cz gar mot noll
dd R — oofl
. ' 27 /n A6
Jim | /C el ~ Jim [ =0, (23)

enligt Jordans lemma (da n > 1 enligt ovan). Nu fortsatter vi genom att 16sa integralen
over I'. Langs I' parametriserar vi z = te*™/" (notera att det ar radien som varierar nu,
och inte vinkeln!) och finner

0 e2mi/ngt , < dt .
lim /f(z)dz = lim B —62’”/”/ = —e?miny (24)
R—oo [ R—oo Jp (te%rz/n)n +1 0 tn 4+ 1

Vi har sdledes funnit att

lmlff@Mz:U—ewmﬂ. (25)

R—o0

Det aterstar att berdkna vinsterledet. For detta dndamal behover vi notera att kurvan
~ omsluts med moturs orientering och kan tillampa residysatsen:

z— 2 o7ri 2mieim/n

%f(z) = 2miRes(f(2), z0) = 2mi lim = =— : (26)

2020 2" + 1 netm/n(n—1) n

dar vi i tredje steget nyttjade L’Hospitals rege]ﬁ . Nu aterstar bara att ligga ihop de tva
ekvationerna ovan och vi enkel algebra (Eulers formel) ger

w/n
I, = ——, 1. 2
sin(m/n) "= (27)
Speciellt galler det att
7 2m
== 13=——, 28

dir I, kollas latt (f(z) = 1/(1+2?) har primitiven F(z) = arctan(x)) och I3 behandlades
pa foreldsning (med exakt samma smarta kurva som ovan med n = 3, svarande mot
vinkeln o = 27/3). Vi har aven att

lim I, =1, (29)
vilket vi visar genom att nyttja standardgransvardet lim,_,q Smﬂjﬂ = 1. Korrektheten i
detta resultat kan kollas genom att dela upp den reella integralen enligt
> d 'od > d
lim ‘ :hm/‘ ’ +mn/ T o1, (30)
n—oo Jq J,’n—|—1 n—o0 Jq ;L‘n—|—1 n—oo Jq {L‘n—|—1
=1 =0

"Om vi vill vara mer noggranna: limp . | fCR f(z)dz] < limp_e0 27” 1_1;”%” = 0, dar vi nyttjade den

omvanda triangelolikheten i sista steget. Alternativt anvander vi Jordans lemma och nar samma slutsats
litet snabbare.

8 Alternativt kan man Taylorutveckla nimnaren till forsta ordningen kring z = zy och erhilla samma
resultat.




5 Fysikexempel: Fresnelintegraler och Cornuspiraler

Héar betraktar vi foljande integraler som upptréader i diffraktionsteori och ar uppkallade
efter Fresnel (ett namn ni bor kdnna till fran optiken):

t t
S(t) = / cos(m2®/2) ,C(t) = / sin(mz?/2) (31)
0 0
Enligt Eulers formel kan vi bilda foljande funktion:
t
G(t) = S(t) +iC(t) = / ™R (32)
0

Denna linjarkombination beskriver en sa kallad Cornuspiral i det komplexa talplanet. Har
onskar vi berakna gransvardet
t—00

I=1lim G(t) = / 2y (33)
0

genom att vilja en smart kurva i det komplexa talplanet. Betrakta kurvan i Figur (4] och
integralen

R
f ei7r22/2dz — lim eiﬂ'xz/de_'_/ eiﬂ-Z2/2dZ +/ eiﬂ—ZQ/de =0. (34)
C=L,ULsULs3 0 Ly Ly

R—o
N

-~

=/

Notera att integralen 6ver den slutna kurvan C' ar noll enligt residysatsen, eftersom inte-
granden ar analytisk och saknar singulariteter. Pa integralen 6éver L3 kan vi parametrisera

2z = re'® och finna o
/ ™2y = eio‘/ e 2y (35)
Ls o)

For att komma vidare, behéver vi nu specificera vinkeln «. Lat oss ta a = 7. Detta val
ar lampligt, eftersom vi da blir av med den imaginédra exponenten ovan och aterfar en
(reell) Gaussisk integral som vi latt kan losa. Vi far alltsa:

im22 )2 _ _ z __ im/4 /OO —7r2/2 _ i7r/4i _ _1 .
e dz={a=-}=—e e dr = —e =——(1+1), (36
/Ls { 4} 0 \/§ 2 )

dér vi nyttjade den Gaussiska integralen

/ e " dy = \/g,a >0, (37)

vars bevis ni bor stott pa i kursen i flervariabelanalys. Nu aterstar att berdkna integralen
over Lo. P4 detta cirkelsegment kan vi parametrisera z = Re'?, ¢ € [0,7/4] och finner
att

w/4

w/4
/ ei7r22/2dz — lim iReiapeinz/Q(cos(&p)-‘risin(2g0))d90 < lim Re—ﬂR2/2sin(2<p)d90 ’
Lo R—oo J R—oo0 J
(38)

dér vi i sista steget anvént triangelolikheten for integraler (notera att |¢*| = 1 for x € R).

Vidare gor vi substitutionen 2¢ = t, varpa vi finner

22 /2 7'('/2 R 2 /9 si
/ ™ 2dz < lim Ee_“R/ sin®) gt (39)
Lo

R—o0 0

6



Slutligen behéver vi nyttja Jordans olikhet for att kunna visa att integralen ovan gar mot
noll da R — oo. Jordans olikhet lyder:

2 T
—t <sin(t) <t .t 0,—|. 40
“t<sin(t) <.t €0, ]] (40)

Det ar latt att 6vertyga sig om att en rat linje alltid &r mindre an eller lika med sin(t) pa
intervallet ¢ € [0,7/2]. Med hjalp av olikheten ovan kan vi uppskatta integralen:

/2 . /2 1
lim ge”RQ/Qsm(t)dt < lim gethdt = Jim (1 —e BTy — 0 (41)

R—o0 0 R—o0 0 R—o0

och saledes har vi visat att integralen 6ver Ly kan uppskattas till noll. Sammanfattningsvis
finner vi alltsa fran (34) att det sokta gransvéirdet blir

[ %(Hz‘) | (42)

Speciellt finner vi alltsa att integralerna

/0 " cos(ma?/2)da = /0 " sin(ra?/2)dz = % | (43)

\m (’1)
A
bq
Ly
w} —— Red)
v Ry
1

Figure 4: Lamplig kurva for att berakna Fresnelintegraler.
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