FTF131 Ovning III: Sadelpunktsmetoden

by Daniel Erkensten November, 2022

1 Sadelpunktsmetoden

Sadelpunktsmetoden]| nyttjas for att approximera integraler pa foljande form:

fvra/mad@wz, 1)
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for stora r > 0 (r € R), f(2) och g(z) &r analytiska funktioner, och 7 ar en kurva sadan
att &ndpunkterna inte bidrar till integralen (det vill sdga g(z)ef*)” ~ 0 i dndpunkterna).

1.1 Anmarkningar

» Beloppet av integranden ar stort nar realdelen av f(z) ar stor:

|9(2)e” 7| = |g(2)e V] (2)
o f(z) ar analytisk sa vi kan forskjuta integrationskurvan sa att den passerar omradet

dar realdelen ar stor.

« Kan approximera integralen med en utveckling av f(z) i integrationsomradet.

1.2 Varfor ar sadelpunkter intressant?

Funktionen f(z) ar analytisk och har darfor (enligt Cauchy-Riemanns ekvationer) real
och imaginardelar som dr harmoniska funktioner (visas nedan!). Vi kan skriva

f(z) = u(z) +iv(z) (3)
dér u(z) och v(z) uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer:

ou_ov ou_ o "
or oy 'dy Oz’

varur det foljer att

u 0 Ov u  0Pu *u
Pu_0dv_ Ou_ Ou Fu_ (5)
or?  Ox 0y oy? oxr?  Oy?

sd att u(z) dr harmonisk (analog rakning ger v(z) harmonisk) och saledes har vi inga
lokala minima eller maxima i det komplexa planet, endast sadelpunkter.

P4 engelska kallad Saddle-point method eller Method of Steepest Descent. Notera dock att den
senare bendmningen ocksa anvinds for en viss numerisk metod vid optimeringsproblem.



1.3 Plan
1. Hitta en stationar punkt zog = g + iy till u(z,y).
2. Taylor-utveckla f(z) runt zj till andra ordningen och approximera g(z) ~ g(zo).

3. Deformera integrationskurvanﬂ sa att den passerar genom zy i de riktningar dar
u(z,y) avtar snabbast.

4. Evaluera integralen med hjalp av den kanda integralen
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2 Detaljer

Antag att zp = xo + iyo ar en stationdr punkt till u(z) = Re(f(z)). Taylorutveckla nu
f(z) kring zo:
1
f(z) = fz0) + 5]”’(20)(2 —20)* + O0(2%) (7)

dar vi noterar att forsta-derivatan i utvecklingen forsvinner eftersom zy ar en stationir
punkt. Definiera nu

(20) = pe' | 2 — 2o = se¥ | (8)
dar s beskriver hur langt bort fran z; vi ar och ¢ anger riktningen (imaginar/realdel).
Med de introducerade definitionerna foljer det nu att

1 . .
F(2) = f(z0) + pste® i )
vilket ger
1, 1,
u(z) ~ u(zo) + 3PS cos(0 + 2p) ,v(z) = v(z) + 3PS sin(6 + 2¢p) (10)
Nu vill vi avgora var u(z) avtar snabbast. Detta ges av dess forsta-derivata:
0
a—z = spcos(6 +2¢p) , (11)
vilket a4r som mest avtagande da
™ 0
Cos(9+2g0):—1:g0:§+n7r—§. (12)
Vi inser hér att, for varje givet 6 finns det tva losningar for ¢ som ges av ¢ = ¢y = ”T_e
(n=0) och ¢ = pg+7m = 2= (n = 1). Detta svarar mot de tva dalrikiningarna. Notera
nu att, i dalriktningarna géller det att sin(6 + 2p) = 0 sa att
v(2) = v(z) - (13)

Nu onskar vi deformera integrationskurvan, det vill sdga ta originalkurvan ~ och de-
formera denna till 4. Vad hédnder med integralen? Ingenting, da integranden i ar
analytisk och det géller enligt Cauchys sats att

/ 9(2)e’rdz =0 < /g(z)ef(z)’"dz = / g(2)e’@rdz . (14)
Yy ¥ v

2Hér ritar man limpligen en figur déir « gar lings reella axeln och 4/ passerar genom zg i det komplexa
talplanet.



Notera speciellt att vi antagit att &ndpunkterna inte far bidra till integralen. Nu ar vi
redo att skriva ner en slutgiltig formel for sadelpunktsapproximationen av /(). Samman-
fattningsvis har vi funnit att

, 1
f(2) % ulz0) +iv(z0) = 5p5° ,9(2) ~ g(20) , (15)
med . '
z— 29 = s, dz = e'"°ds | (16)

med specificerad riktning py. Detta ger att vi kan approximera I(r) enligt

oo o0

I(r) %/ ()0 Fiv(z0) =507 givo g g — g(zo)ef(z‘))rei‘po/ —e2#57 (s | (17)
—0oQ —0o0

dér vi satte integrationsgréanserna till £o00. Eftersom vi bara vill géra en grov uppskattning

av integralen ar detta okej (det ar antaget att exponentialen avtar mycket snabbt da

|s| >> 0). Vi nyttjar nu () som resulterar i

. 2
I(r) & g(z)e! Coreio % , (18)

och vi har erhallit sadelpunktsapprozimationen av I(r).

3 Exempel: Stirlings formel

Betrakta definitionen av fakultet:
I(N) :/ e "N = NI | (19)
0

dar N ar ett positivt heltalﬂ Har vill vi finna en kédnd approximation av fakulteten for
stora N, vida kind som Stirlingﬁ formel (som ni sikerligen stott pa i tidigare analyskurser).
Notera att foljande haller:

lim e "z =0 ,lime "z =0, (20)
T—00 z—0
sa att andpunkterna inte bidrar till integralen. Gor variabelbytet + = Nz for att fa

integranden pa en form som &r lamplig for sadelpunktsapproximationen:

/OO e—xxN — NN+1 /00 e—NzZNdZ — NN+1 /OO eN(ln(z)—z)dZ ) (21)
0 0 0
Nu identifierar vi, fran foljande funktioner:
g(z) = NV f(2) =1In(2) — 2, (22)
och finner féljande stationdra punkt till f(z):
1
f/(ZQ):——lz()HZO:l, (23)
<0

3Man kan ocksé slippa pa restriktionen att N &r ett (positivt) heltal och istillet 1dta N > 0 och N € R.
P& detta vis kan man forlinga definitionen av fakultet till icke-heltal och man finner att N! =T'(N + 1),
déar I'(...) 4r gammafunktionen som helt enkelt definieras av integralen i vart vansterled.

4Uppkallad efter skotske matematikern James Stirling (1692-1770), som inte bor forvixlas med den
skotske ingenjoren Robert Stirling (1790-1878) som gav namn till Stirlingmotorn som ni kénner till fran
termodynamiken. Stirling verkar helt enkelt bara vara ett vanligt efternamn i Skottland.



sa att

flzo) =—1,f"(20) =pe’ = ~1 <3 p=1,0=m, (24)
och vi har &ven att 0
- T
— =z — 1 = gelo = — —— =0 25
cmmzolms =10 =0, (25)
enligt ekvationen ovan samt ([12)). Insattningen av g(z9), f(20), wo och p ger nu I(N) for

stora IV:
2 N
I(N) ~ NN“e—N,/N” = V2rN(=)V (26)
€

och vi har nu harlett Stirlings formel:

N
N!' =~ V2rN(—) . (27)

e
I Figur 1 har vi undersokt hur val Stirlings formel approximerar fakulteten (N!) och
gammafunktionen (I'(N + 1)). Som férvantat stdmmer approximationen daligt fér sma
N, men blir battre och battre ju storre N (déar ju sadelpunktsmetoden fungerar som bést).

Figure 1: Jamforelse av fakulteten (N!), gammafunktionen (I'(N + 1)) samt Stirlings

formel (v2rN(Z)N).
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