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1 Optimala formen pa ett hingande rep

Hér betraktar vi ett rep med langd L som &r upphéngt i tva punkter (pa samma hojd) och
onskar bestamma repets form, se Figur 1. Detta utgor ett typexempel dér vi vill anvanda
variationskalkyl med tvang. Till att borja med, antar vi att repet har en densitet p i
enheter kg/m. Nu kan vi friligga en infinitesimal bit av repet med ldngd ds som péaverkas

AY

L

Figure 1: Hingande rep med langd L upphéngt i punkterna (—a,0) och (a,0).

av en tyngdkraft mg = pdsg. Fran detta kan vi teckna den potentiella energin dF for den
infinitesimala biten rep enligt

dE = pdsgy(z) ,ds = \/da? + dy? = /1 + (y/)%dz , (1)

dér linjeelementet ds kan uttrycks med hjéalp av Pythagoras sats. Den totala potentiella
energin hos repet fas enkelt genom integration:

£= [dE = [ g/ TH Vs @)

Vi vill nu finna funktionen y(z) som gor att den potentiella energin minimeras, under
bivillkoret att

L:/ds:/_i\/T(y/)?d:x. 3)

Vi kréver att 0F = 0 (variationen av E) for att ska vara stationdr och nyttjar La-
granges multiplikatormetod for bivillkoret, det vill saga, vi betraktar istéllet

EZE—ALZ/_a(pgy—A)\/lJr(y’)?dw, (4)
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och eftersom \ ar konstant foljer det att 6F = 6 = 0 och vi kan identifiera en funktional
F(z,y,9') = (pgy — MV1+ () . (5)

Notera speciellt att funktionalen inte ar explicit beroende av variabeln z. Detta gor att
vi kan tillampa specialfallet av Eulers ekvation, Beltramiidentiteten:

dér C ar en konstant. Insittning av funktionalen (b)) (genomfér derivatornal) ger nu
foljande ekvation:
- A
P A o (7)
1+ (y)?
Detta uttryck kan vi omarrangera sa att
Cdy

V(pgy —A)? = C?

Nu aterstar det bara att integrera ekvationen ovan. Detta resulterar i

dr =

x:/ Cdy
Vibgy =2 -C?

Integralen i hogerledet kan l16sas med tva substitutioner:

Cdy C / dt
={pgy— A=t pgdy = dt} = — [ ———r |
/ N T {rgy pgdy = dt} | Te—ce

vilken i sin tur l6ses med substitionen ¢t = C cosh(¢):

p%/\/ﬁd—iicﬂ = {t = C cosh(§)dt = C'sinh(§)d¢} = pg/ \/C(; ilonsl:l? ad 5 , (10)
men cosh?(£) — 1 = sinh?(€) enligt den hyperboliska ettanl sa det foljer att
pg/ \/Cf:le dg - — pog/dg = p—iﬁ +B= p—iarccosh(%) +B, (11)
dar B ar en integrationskonstant. Kombinerar vi med (9) kan vi 16sa for y(z):
T = %arccosh(pgyo_ )\) + B < y(z) = p—icosh(pcg( — B)) + % : (12)

Sammanfattningsvis finner vi alltsa att den optimala formen pa ett upphangt rep beskrivs
av funktionen

C pg A
y(x) 7 cosh(C (x—B))+ ik (13)
dér konstanterna C, B samt A bestdms fran randvillkoret y(+a) = 0 samt bivillkoret (3)).
De resulterande ekvationerna for dessa konstanter behover 16sas numeriskt, sa vi stannar
har.
Kommentar: det visar sig att en inverterad kedja foljer samma form som en upphangd
kedja. I synnerhet har man nyligen insett att tva rendssans-kupoler tillhérande Peter-
skyrkan i Rom (4 la Michelangelo) samt katedralen i Florens (4 la Brunelleschi) kan
beskrivas enligt formen i . Se den korta men insiktsfulla publikationen "The relevant
role of calculus in renaissance domes’ design, before differential geometry was born" av
Pavani (ldnkad separat pa kurshemsidan!) for mer detaljer.

IFérvanansvart anvandbar, men foga nyttjad under kandidatstudierna i fysik.
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