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1 Cauchys patologiska funktion

Héar betraktar vi Cauchys patologiska funktion:
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Vad innebér det att en funktion ar patologisk? Det innebér att funktionen beter sig under-
ligt, det vill sdga att den har kontraintuitiva egenskaper, som sarskiljer den fran funktioner
som beter sig normalt. Normalt sett forvantar vi oss att en funktion ar exempelvis kon-
tinuerlig och deriverbar, men fran den inledande matematiska analysen har vi exempelvis
lart oss att kontinuitet inte behdver medfora deriverbarhet, men att omviandningen géller.
Det kanoniska exemplet som brukar tas upp i ssmmanhanget ar Weierstrass’ funktion som
ar kontinuerlig 6verallt, men inte deriverbar nigonstans[] Vad ar det d& som &r patolo-
giskt med ? Vi kommer nédmligen att visa att Cauchys funktion ar bade kontinuerlig
och odndligt deriverbar. Vi kommer emellertid finna nagot konstigt nar vi betraktar dess
Maclaurin—serieﬂ Denna konstighet kommer vi att forsta med hjéalp av komplexanalys.

1.1 Kontinuitet

Back to the basics! En funktion g(z) sdgs vara kontinuerlig i punkten x = a om
gransvardet
lim g(z) = lim g(z) = g(a) , (2)
T—ra T—ra

existerar. I fallet ovan géller det att f(z) &r en sammansittning av kontinuerliga funk-
tioner for alla « # 0. Det racker alltsa att visa att funktionen éar kontinuerlig for x = 0.
Vi startar med vanstergransvardet. Pa grund av att f(x) &r kontinuerlig pa (0, c0) kan
vi byta plats pa gransvirdet och sammanséttningen, det vill siga

lim e /% = exp( lim —1/2?) (3)

z—07t x—07F
For varje B > 0 sadant att 1/22 > B kan vi vélja § = 1/v/B s att |z — 0| < §. Saledes

galler det att
lim e /" = e > =0, (4)

z—0t

D& f(x) ar en jamn funktion, foljer det direkt att hogergransvéirdet beriknas pa samma
vis:

lim f(z)= lim f(x)= f(0)=0. (5)

z—0t z—0~

Det foljer alltsa att f(z) ar kontinuerlig for alla = € R.

'Fler kul exempel gér att finna pad Wikipedia (Sok pa "Pathological (mathematics)").

2Den skotske matematikern Colin Maclaurin (1698-1746) blev en av matematikhistoriens yngsta pro-
fessorer vid den ringa &ldern av 27 ar, men det &r kanske inte sa konstigt d& han paborjade sina univer-
sitetsstudier redan vid 11 ars alder. Mest kidnd &r han for sin oerhort anvindbara Maclaurin-serie, som
ar ett specialfall av Taylor-serien i = 0.



1.2 Deriverbarhet

En funktion g(x) ar enligt derivatans definition deriverbar i punkten x = a om foljande
gransvarde existerar:

}Liif(ll g<a+h)2_h.g(a_h) :g/(a) ) (6)

Notera att vi har vi anvant en central differenskvot for derivatan. Precis som tidigare
kan vi notera att f(x) & sammansatt av elementdra deriverbara funktioner for x # 0 och
behéver bara kolla derivatan i 2 = 0f]

£00) — i ) = )
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0, (7)

eftersom f(x) ar en jamn funktion. Cauchys patologiska funktion ar alltsa odndligt de-
riverbar for alla x # 0 samt minst en gang deriverbar i punkten = = 0 och f’(0) = 0. Vi
fortséitter att berdkna hogre ordningens derivator i x = 0:

F®(0) = lim FO(n) —2]{(1>(—h) ~ lim f(2h) — 2f4(;32) + f(=2h) _ - 612/;/12) L
F®(0) = lim f(3h) —3f(h) +82;f(—h) — f(=3h) _ .
£ (0) = i LA AT ED o (20;3>4_ A7(~2h) + f(~4h)

i 2f(4h()2;)§ en

dar det forsta gransvirdet latt visas genom substitutionen ¢ = 1/(4h), h? = 1/(4t?), dar
t — oo. I allménhet finner man att den n:te derivatan hos en funktion g(x) ges av

n

90 = fimy e S (1) (-1 fal(2k - ) ®)

k=0

vilket kan visas med hjalp av induktionﬂ Fran uttrycket ovan (och berdkningar baserade
pa symmetrin hos f enligt ovan) finner man att f™(0) = 0, det vill siga f(z) 4r odndligt
deriverbar for alla z € R (inklusive nollan!). Givet att f(0) = 0 finner vi direkt att
funktionens Maclaurin-utveckling ges av

> r£(n)
fo) =S L0 g ()

n!

n=0

Notera dock att f(x) > 0 for alla x # 0, s& Maclaurin-utvecklingen stammer alltsa enbart
i en enda punkt, ndmligen z = 0. Har ser vi det patologiska i Cauchys funktion: f ar
kontinuerlig och oandligt deriverbar, som ju ar typiskt for de flesta funktioner vi kdnner
till, &nda konvergerar Maclaurin-serien bara i en enda punkt. Hur férstar vi detta? Genom
att betrakta funktionen f i det komplexa talplanet.

3Vi infor hir en annan notation for derivatan: (") (x) betecknar den n:te derivatan av f(z). Vi hade
kunnat fortsdtta med "prim-notationen", men den ar opraktisk ndr man vill berdkna hogre ordningens
derivator.

4Detta limnar vi som &vning till ldsaren. :)



1.3 Komplex tolkning

Vi betraktar en komplex version av Cauchys patologiska funktion:
fz)=e" zeC, (10)

dér f(z) ar analytisk pa |z| € (0, 00) och vi har god anledning att tro (enligt analysen ovan)
att singaluriteten i z = 0 ar havbar. Vi kollar detta genom att betrakta Laurentserien for
f(Z): oo / 2
1 e l/¢
z) = 2" ep=— ¢ d(——— , 11
CEDY) 5 i (1)
dér C ar en positivt orienterad kurva som omsluter singulariteten (z = 0) en gang. For
att forenkla integralen ovan genomfor vi variabelbytet

u = Z Jdu = —udC . (12)

Speciellt innebér variabelbytet att kurvan C' byter orientering (ty vi byter plats pa 0 och
oo genom variabelbytet). For att slippa komma ihag den negativa orienteringen pa C'
infor vi ett extra minustecken som kancellerar minustecknet fran differentialelementet sa

vi finner |
en=— ¢ due " u"" (13)
211 C
dar vi direkt ser att ¢, = 0 for alla n > 0 eftersom integranden &r analytisk Gverallt. Om
vi istéllet betraktar fallet n < 0 har integranden en pol av ordning |n — 1| och ¢, kan

berdknas som residyn sa att:
¢n = Res(e™ U™ ]yeo ,n <0 (14)

I allménhet beréknas residyn till en funktion g(z) med pol av ordning m i z = 0 enligt

1 dm—l

(m—1)! ,lzlg(l) dzm—1

Res(g(2))|:=0 = [2"g(2)] ,m =1 (15)

Med hjalp av detta uttryck finner vi att

d 2
—lime ™ =1 ,cy=1lim—(e*)=0. 1
o= lime™ =1 ,e = lim 2 () =0 (16)
Pa samma sétt kan man inse att residyn ¢, for alla udda negativa heltal n kommer att
vara proportionell mot en udda ordningens derivata av e ’. Dessa kommer att vara

proportionella mot u, och residyn blir alltsa lika med noll. For jémna negativa n finner

vi med hjélp av

1 1 1
672:_1707425acf6:_65078:ﬂ7 (17)

och i allménhet kan vi gissa oss till att’]
el
k!’

SKan visas med hjilp av ett induktionsbevis, men vi ndjer oss med en ganska vilgrundad gissning
hér.

cop=(—1)F= k=01,2... (18)




Givet kan vi nu skriva ner en sluten form for Laurentserien till f(z):

1 1 1 1 1 1
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© 22 + 224 626 + 2428 7 kz:: ( ) (19)

o

Vad kan vi dra for slutsatser av detta resultat? Forst och framst kan vi notera att vi
har odndligt manga negativa exponenter, sa att singulariteten i z = 0 ar essentiell och €j
havbar och detta forklarar varfor Cauchys funktion ar patologisk. For det andra noterar
vi att serien ovan ar precis Maclaurinutvecklingen av e med z = —Z% (vilket vi kanske
kunde gissat pa forhand).
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