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Kontinuerliga grupper (i fysik)

- Trivialt exempel: de reella talen

- | fysik: gruppteori verktyg for att beskriva symmetrier
hos system (rotationsinvarians/Lorentzinvarians...)

- Uttrycker symmetrier med icke-kommuterande
matriser*

- Kontinuerliga grupper omnamns ofta som Liegrupper

Sophus Lie (1842-1899)

* | fysik skiljer vi ofta inte pa gruppteori och representationsteori
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Ett forsta exempel (rotationsgruppen)

- Vi vill rotera objekt i tva dimensioner? Hur?

Rotationsmatris!

R(h) =

cos) smmdb

—sin @ cosé@

- Hur roterar vi i hogre dimensioner da?
Anvand att [angden av en vektor ar invariant under rotationer!

r2 . 7' = R(0)x
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Ett forsta exempel (rotationsgruppen)

- Transformera normen av en vektor med godtycklig matris M!

vle — (Mz)' (M) =2 M Mz

- Resultat: vi kraver att matrisen M ska vara ortogonal.

MM =1
- Ger ocksa krav pa determinanten!

det(M) = £1
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Ett forsta exempel (rotationsgruppen)

Exkludera matriser med negativ determinant (dessa
kan inte bilda en enskild grupp ty innehaller ej
identiteten)

Sammanfattningsvis: determinant 1 och ortogonal

SO()

S: special (determinant 1), O: orthogonal (ortogonal),
: dimension pa matriserna/rummet
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Tillbaka till Lie

- Varje Liegrupp associeras till en Lie ) som bestar
av element som uppfyller Jacobiidentiteten*

XY, 2] + [V, [Z, X]|+[Z,[X.Y]| =0 X,Y,Z € g

- X,Y,Z betecknas ofta T;,i = 1,2 ...dar T; ar |
- Hur ar dessa relaterade till var rotatlonsmatns | exemplet?

*, ] betecknar en sa kallad Lie bracket (mer generell an en kommutator, ty Liealgebran ar ett vektorrum)
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Tillbaka till Lie

- Lies idé: dela upp (rotations)transformationen i infinitesimala bidrag:

R(M) — | + /0] === T generator

- Den totala transformationen fas genom att dela upp den totala vinkel
i N delar:

0 = Nob
- Utfor transformationen ovan N ganger och tag N — oo

R(0) = limy_,oo (L + g)\ _ oT0



Tillbaka till Lie

- Den fulla transformationen erhalls genom exponentiering av generatorn!

R(6) = &1



Tillbaka till Lie

- Den fulla transformationen erhalls genom exponentiering av generatorn!

- OBS: viktigt att tolka (matrisvarda!) exponentialen som dess Taylorutveckling:

X = X T X4 Lx2y

n=0 n'



Ater till SO(2)

- Vill finna generatorn T till SO(2)
- Atergd till den definierande ekvationen for rotationsmatrisen och expandera
den infinitesimalt!

RTR =1 = (I +60T) (I +00T) = I



Ater till SO(2)

- Vill finna generatorn T till SO(2)
- Atergd till den definierande ekvationen for rotationsmatrisen och expandera
den infinitesimalt!

RTR =1 = (I +60T) (I +00T) = I

- Losning:
0 1

T:C[—1 0

] ce C

- Ovning: visa att T med ¢ = 1 ger
T
—sinf cosb

cos sin 9]



Ater till SO(2)

- Hitta generatorn snabbt (allmant!) genom att notera att

LR(0) = TR(0) , 4 R(0)|s—0 = TR(0) R(0) ="

- OBS: SO(2) har endast en generator! | allmanhet har
vi grupper med flera generatorer



Grupper med flera generatorer

Infor index a pa transformationen (numrerar generatorn!) och expandera!
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Grupper med flera generatorer

- Infor index a pa transformationen och expandera!

Ua. 0 9(12 — eTa,é‘Oa =1 Ta.(sea %(Ta(sea)z

- GOr dubblatransformationer!

U U UU, = T+ 60,000 T,, Ty) + ...

Hogerledet maste ligga i gruppen sa att

[Taa Tb] — f ab(.’Tc

\ Strukturkoefficienter!
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Exempel 2: SU(2) [Paulimatriserna]

- Paulimatriserna ar centrala inom teoretisk fysik och anvands
for att beskriva egenskaper hos spin % partiklar (fermioner)
- SU(n) — gruppen av alla unitdra (U) matriser av dimension n
med determinant 1
- Paulmatriserna ar generatorer till SU(2):

o1l [0 —i 10
L= 11000727 15 0|97 |0 —1

- Liealgebra: [04, 03] = 2i€gpe0c




Universalt exempel: Standardmodellen

- Standardmodellen beskrivs av en .
kvantfaltsteori med symmetrigrupp

U(1) X SU(2) X SU(3) il
W = (W +iw?)/V2

HHHHHHHH

U(1): Elektromagnetism (Maxwell!)

SU(2): Svag vaxelverkan (QED)

SU(3): Stark vaxelverkan (QCD, kvarkar!)




Universalt exempel: Standardmodellen

SU(3) SU(2) u(1)

COLOR

- Standardmodellen beskrivs av en .
kvantfaltsteori med symmetrigrupp

U(1) X SU(2) X SU(3) il
WE = (W +iw?)/v2

\ v = sin 0, W3 + cos 0, B )

SU(2): Svag vaxelverkan (QED) \ I \ I
| it iy

SU(3): Stark vaxelverkan (QCD, kvarkar!) . '.;76] [ Y ]
2o ) @

u(1)

LEFT

HYPERCH/

U(1): Elektromagnetism (Maxwell!)

SU(3)

COLOR E&M

Saknas en kraft: gravitation! Hypoteser: Chern-Simons
gauge-teorier, och allt det dar...



Sammanfattning

- Kontinuerliga grupper benamns ofta Liegrupper
- Liegrupper associeras med en Liealgebra (kommutatorrelation
mellan generatorer)
- Viktiga exempel utgors av:
1) SO (N) — Special Orthogonal Group (rotationsgruppen)
2) SU (N) — Special Unitary Group
2a) SU(2) — Paulimatriserna (elektrosvag vaxelverkan, QED)
2b) SU(3) — Gellmannmatriserna (QCD->kvarkar!)



Sammanfattning

- Kontinuerliga grupper benamns ofta Liegrupper
- Liegrupper associeras med en Liealgebra (kommutatorrelation
mellan generatorer)
- Viktiga exempel utgors av:
1) SO (N) — Special Orthogonal Group (rotationsgruppen)
2) SU (N) — Special Unitary Group
2a) SU(2) — Paulimatriserna (elektrosvag vaxelverkan, QED)
2b) SU(3) — Gellmannmatriserna (QCD->kvarkar!)

och det finns sa mycket mer att lara om gruppteori... Se Wikipedia!



