Beskriv forandring med hjalp av derivator

Manga fragestéallningar handlar om hur snabbt ett visst forlopp dndras. T.ex.
"Hur fort kor bilen?”, "Hur snabbt sonderfaller ett radioaktivt &mne?”, ”Hur
snabbt sjunker lufttrycket med stigande hojd 6ver havet?”, etc. Vi uttrycker
fordndringar med derivator.

Derivatan f’(x) av en funktion f(x) méter kdnsligheten for forandring i punkten
2. Om vi t.ex. later f(z) vara positionen for ett visst (rorligt) objekt i tiden =,
sa ar derivatan f’(x) ett matt pa objektets hastighet i tiden 2. Ett matt pa hur
snabbt objektets position &dndras nér tiden gar. Objektets acceleration f”(x)
anger forandring av hastigheten per tidsenhet.

Exempel: T en behallare finns 200 liter av en saltlosning som fran borjan har
koncentrationen 10 g/l. Genom ett ror tillférs 8 1/h av en saltlésning med
koncentraionen 2g/l. Genom ett annat ror avtappas samtidigt lika stor méngd
av l6sningen i behallaren. Losningen halls hela tiden homogen genom omroérning.
Vi vill bestdmma saltméngden y(¢) (gram) i behallaren vid tiden ¢ timmar efter
starten.

Saltméngdens forandring per tidsenhet y/(¢) kan uttryckas som den tillférda
saltméngden (8 -2 = 16¢g/h) minus den bortférda saltméngden (8 - y(¢)/200 =

1/25-y(t)g/h), sa

t)
") = 16 — y(
y(t) =16 — <
Vi vet ocksa att saltméngden nér vi startar y(0) = 200-10 = 2000g. Sambandet
y(t)
"(4) = -
y'(t) =16 — <
y(0) = 2000

utgdr en matematisk modell som beskriver saltméngden y(t) i behallaren. For
att kunna bestdmma saltméngden vid en viss tidpunkt behover vi 16sa differen-
tialekvationen.

Ordinara differentialekvationer

En differentialekvation &r en ekvation dér den sokta funktionen (u(t)) ar given
genom sina derivator. Nar man bestammer en analytisk 1osning bestammer man
ett uttryck for funktionen, utan funktionens derivator.

Exempel: Lat
w'(t) = u(t)

Vi ar ute efter en funktion vars derivata &r lika med funktionen sjalvt. Dvs.
16sningen ar u(t) = Ce' dir C ér en konstant.

Exempel: Differentialekvationen
u'(t) = —u(t) + sin(t) + cos(t)
har den allmanna losningen

u(t) = sin(t) + Ce™*



didr C &r en konstant. (Vi kommer att ga igenom hur man berdknar den
allménna losningen till exemplet lite senare i kursen.) Kontrollera l6sningen
genom att derivera den allménna 16sningen:

v/ (t) = cos(t) — Ce " = cos(t) — Ce™" + sin(t) — sin(t) =

—sin(t) — Ce™" +sin(t) + cos(t) = —u(t) + sin(t) + cos(t)

Riktningsfalt

Néar man ritar ett riktningsfilt skapar man ett antal punkter (¢;,u(t;)) i ¢, u-
planet. I varje punkt ritar man en pil (eller ett litet streck) i den riktning som
16sningskurvan (¢;, w(t;)) har i just den punkten.

Exempel: Lat
u'(t) = —u(t) + sin(t) + cos(t)

t | u | u(t)=—u(t) +sin(t) + cos(t) 2 N
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Genom att infora ett begynnelsevérde fixerar man en av losningarna.

Exempel: Differentialekvationen

{ u'(t) = —u(t) + sin(t) + cos(t)
u(0) =1

har allménna losningen u(t) = sin(¢t) + Ce~* diar C ar en konstant. Begynnel-
sevirdet, u(0) = 1, bestdmmer vérdet pa konstanten:

u(0) =1 = sin(0) + Ce’ =1, dvs. C =1

Sa u(t) = sin(t) + et

2 ARRARARARALY
. . PR . . NN ==NNN
I figuren till hoger har vi ritat 16sningen NS~ =——m=sN §§

- —t CIZZTTTTIN
u(t) =sin(t) +e et tatatulny
b PSS IS rom o
- . C o .. ARSI S
Losningen foljer pilarna i riktningsfaltet. # ; S A

Exempel: Begynnelsevérdesproblemet
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har 16sning u(t) = sin(t) + 2e~*. Losningen har C S

markerats 1 riktningsféltet (den réda kurvan). Lo 2T
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Numerisk 16sning av differentialekvationer

Numerisk 16sning av differentialekvationer bygger pa att folja 16sningskurvor i
riktningsfilt sa nogrannt som mojligt.

Ett begynnelsevardesproblem formuleras allmént sa hér:

{zﬂﬂ:fmu) a<t<b

u(a) = uq
- a <t <b ar intervallet man ar intresserad av.
- ug, ar begynnelsevardet, funktionsvérdet i a.

- f(t,u), derviatan (u/(t)) ar en funktion som beror av bade ¢ och wu(t).



Eulers metod for numerisk 16sning av begynnelsevardesproblem:

b—a

A: Dela in intervallet [a,b] i N stycken delar med steglingden h =
t():a,tl :t0+h,t2:t0+2h,...,t]\[:b

B: Berikna funktionsvirden wu(tg), u(t1), u(t2) ... u(b) genom iterationen
(to) =0
u(ti+1) :u(ti)—i—h-f(ti,u(ti)) 1 =0,1,2,...

Exempel: Lat

{ uw'(t) = —u(t) +sin(t) + cos(t) 0<t<2
u(0) =1

Berékna en 16sning med Eulers metod, lat steglingden h = 0.5.

Vihar tg = 0,4, = 0.5,tp = 1,t3 = 1.5,£4 = 2.

=u(0) =1

)+ R f(to,u(to)) =1+0.5- (=1 +sin(0) + cos(0)) =1

)+ f(t,u(t)) =1+0.5- (=1 +sin(0.5) + cos(0.5)) ~ 1.2
=u(ta) + h- f(t2,u(t2)) =1.240.5- (—1.2 +sin(1) + cos(1)) ~ 1.3
)+ he f(ts,u(ts)) = 1.340.5-(—1.3+sin(1.5) +cos(1.5)) =~ 1.2
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Man kan utga fran definitionen av derivatan ndr man hérleder Eulers metod.

() = lim u(tivi) —u(ti)

h=ti —t;
h=0 h ’ R

Om h tillréckligt litet sa géller

u(tiv1) —u(t:)

u'(ti) ~ h

Los ut u(tiy1)

u(tiv1) — u(t:)

u'(tz-) = h =4 u(ti_H) = u(tl) +h- u'(ti) = u(ti) + h- f(ti, ’U,(tl))



Matlabdelen

r = 3; Variabler anvands for att lagra varden i

A = pixr’2;
T ri| 3 | Ar[282743

Tilldelning: Placera virdet som star till hdger i variabeln som star till vénster.

Forst berdknas vardet till hoger, sedan placeras svaret i s. Vardet som redan fanns i s skrivs 6ver.
s = 0; 0

s =85+ 1°2; 0+1
s =8+ 272; 144
s =s + 372; 5+9

s far virdena 0, 1, 5 och 14 i sekvensen ovan.

Raderna ovan kan skrivas med en for-loop:

s = 0;
for i = 1:3 Raden mellan for och end upprepas tre ganger.

s =8+ 172; Forsta gangen dr i = 1, andra gangen 2 och tredje gangen 3.
end s far successivt viardena 1, 5 och 14 i loopen.
Se monstret: s = fo:lzg
s = 0;
for i = 1:3

s =8+ 1i°2; i
end I lab 2 ska man rakna summan s = Z?ﬁ% (_1) .

2i+1

Med if-sats kan man villkora vilka rader som ska koras.
r = input(’Radien: ’); Anvéndaren skriver ett virde, input placerar vardet i r.
if r >0 Rékna ut arean A bara om r > 0

A = pixr°2; Bara en av raderna (A = ..) kommer att koras, aldrig bagge.
else

A =0;
end

Villkor &r uttryck som har virdet sant/falskt. I Matlab bygger man upp
dem med hjilp av operatorerna >, <, >=, <=, ==, ~= (de matematiska
motsvarigheterna ar >, <, >, < = #)



Upprepa sa lange som ett villkor ar sant med while-sats

s = -1;

while s < O Sa lange som s< 0 upprepas inldsningen.
s = input(’Skriv ett positivt tal: ’); Nér anvandaren skriver ett positivt tal

end bryts loopen.

1
Lat s = > | —. Hur manga termer behdvs for att summan ska bli > 57
)

s =0; n=0;

while s < 5 Summera term for term till s. Sluta nir s> 5.

I Matlab kan man definera egna funktioner pa tva sétt.

Externa funktioner:

En extern funktion placeras i en egen fil,

Utparameter Funktionens namn eller sist i ett skript.
function y = kastbana(x,theta) Ni har sett exempel pa externa funktioner
satser \T i forra ldsperioden.
Kod som kors Inparametrar I Lab 2 ska man skriva en extern funktion
nar funktionen som ska heta polylen och som ska
anropas berékna ldngd pa polygontag.

Anonyma funktioner:

Bestar bara av en rad.
Funktionens namn

Placeras i skriptet dar de anvands.
u = @(t)sin(t) + 2xexp(-t);

T

Inparameter



