CTH/GU LABORATION 3 MVE595 - 2021/2022
Matematiska vetenskaper

Nollstallen och extrempunkter

1 Inledning

Vi skall berdkna nollstillen och extrempunkter till funktioner. For att se hur manga nollstéallen
en funktion har och ungefar var de ligger behover vi rita en graf av funktionen. Samma galler
for extrempunkter, vi studerar funktionens graf for att se ungefar var extrempunkterna ligger
och av vilken typ de ér (max- eller minpunkt). Dérefter berdknar vi noggrant de nollstéllen eller
extrempunkter som vi ar intresserade av med hjalp av i MATLAB inbyggda program. For att
anvanda dessa program behover vi dven se pa hur man definierar egna funktioner.

2 Grafritning

Vi ritade nagra grafer redan i forsta laborationen. Som exempel tar vi grafen till f(x) = sin(z)
over intervallet 0 < x < 27. Denna kan vi rita upp i MATLAB enligt

>> x=linspace(0,2*pi);
>> y=sin(x);
>> plot(x,y)

Med funktionen linspace bildar vi en vektor med z-varden jamnt fordelade mellan 0 och 27 och
med sin bildar vi en (lika stor) vektor med motsvarande sinusviarden. Dvs. alla sinusvirden for
de olika z-vardena raknas ut samtidigt.

Som ytterligare ett exempel tar vi grafen till f(x) = xsin(x) 6ver intervallet 0 < x < 15. Vi ritar
grafen med

>> x=linspace(0,15);
>> y=x.*sin(x);
>> plot(x,y)

Multiplikationen . * kallas elementvis multiplikation. Radvektorerna x och sin(x) skall ju multipliceras
ihop elementvis sa att y; = xysin(zy), yo = wosin(xq), ys = x3sin(w;z), osv.
Utover elementvis multiplikation .* finns elementvis division ./ och upphojt till .~ som fungerar

pa motsvarande satt.

Ibland vill man rita flera grafer i samma koordinatsystem. Efter att ha ritat forsta grafen ger
man kommandot hold on for att bevara den, sedan kan man rita fler grafer ovanpa tills man tar
bort skyddet med hold off. Med axis kan vi satta lampliga skalor i koordinatsystemet.

Vi paminner oss om att vi kan lagga pa ett rutniat med grid on och ta bort det igen med grid
off, om vi vill det. Med x1label och ylabel kan vi satta texter pa axlarna och med title kan
vi sétta rubrik pa koordinatsystemet.

Uppgift 1. Rita grafen till f(z) = x — x cos(7z) 6ver intervallet 0 < z < 8.



3 Egna funktioner

Nér vi skall berakna nollstallen och extrempunkter behover vi bade rita grafer av den funktion
vi studerar och ge en beskrivning av den till de program vi skall anvianda. Som exempel kan vi
ta funktionen f(x) = xsin(x). Vi kan i MATLAB beskriva denna funktion med

>> f=0(x)x.*sin(x);

Vi paminner oss om att detta kallas for en anonym funktion och @(x) ar det som anger att det
ar just en funktion. Satsen ovan ar en definition, vi talar om hur funktionen skall raknas ut men
ingen berdkning gors. Dvs. en ren beskrivining av hur funktionen ar uppbyggd.

Vill vi nu rita grafen till f(z) 6ver intervallet 0 <z < 15 gor vi det enligt

>> x=linspace(0,15);
>> y=f(x);
>> plot(x,y)

alternativt lite enklare

>> x=linspace(0,15);
>> plot(x,f(x))

och har ser vi resultatet.
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Uppgift 2. Beskriv foljande funktion i MATLAB
f(z) = cos(x) — exp(—2?/2) sin(5z)

och rita dess graf over intervallet —27 < x < 27.

4 Nollstallen
Vi skall losa ekvationer, dvs. berakna nollstallen till funktioner. Som exempel tar vi ekvationen
f(z) =0.5(x —2)? —2cos(22) — 1.5=0

Forst beskriver vi funktionen och ritar dess graf sa att vi ser hur manga nollstéllen det finns och
ungefar var de ligger.



>> £=0(x)0.5%(x-2) . 2-2%cos (2*x)-1.5;
>> x=linspace(-3,7);

>> plot(x,f(x))

>> grid on
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Vi ser 16sningar till f(z) = 0 som de punkter dar grafen skar z-axeln.

Om vi inte kan fa fram nagon formel for att 16sa en ekvation sa kan vi berakna en approximation
med t.ex. Newtons metod: Antag att z; dr en approximation av ett nollstéalle till funktionen
f(x). Folj tangenten i punkten (zy, f(zx)), dvs.

y = flzx) + f(z)(x — 1)
ned till z-axeln (y = 0) och tag skirningspunktens z-koordinat

f(xx)

Tgy1 = Tk — f’(l’k)

som en ny approximation av nollstallet.

Vi ser pa nagra steg med metoden: Starta med en approximation z, av ett nollstéille till f(x).

N

Bilda tangenten y = f(zo) + f(xo)(x — xo) till f i 2 = zy och tag dess skdrningspunkt med
zr-axeln som en ny approximation
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Bilda tangenten y = f(z1) + f'(z1)(z — x1) i © = x; och tag dess skdrningspunkt med z-axeln
som en annu nyare approximation

Ty = 1y — f(xl)
f'(z1)
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Som exempel tar vi: Los ekvationen f(x) = 0 dér f(z) = cos(x) — z. En graf av funktionen (rita
den gérna) visar att vi har ett nollstillen néra xo = 0.75 som vi tar som startapproximation.

>> f=0(x)cos(x)-x; Df=0(x)-sin(x)-1;
>> x=0.75;
>> kmax=10; tol=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-f (x) /Df (x) ;
x=x+h;
disp([x hl)
if abs(h)<tol
break
end
end

0.739111138752579 -0.010888861247421
0.739085133364485 -0.000026005388094
0.739085133215161 -0.000000000149324

I kolumnen till vénster ser vi xp-vérdena och i den till hoger ser vi motsvarande f(zy)-varden.
Vi ser att vi far snabb konvergens, dvs. vi far snabbt ett noggrant resultat. Iterationen avbryts
eftersom vi har mer &r atta korrekta decimaler (felet mindre dn 5 x 107%).

Uppgift 3a. Kopiera koden i exemplet ovan och testkor den. Hur manga varv utfér for-loopen?
Ta sedan bort (eller kommentera bort) raderna



if abs(h)<tol
break
end

och testkor koden igen. Hur manga varv utfér for-loopen? Sla upp if-sats och break i
hjélptexterna (skriv help if respektive help break i kommandofonstret) Forsok forklara (med
ord) vad som avbryter for-loopen.

Uppgift 3b. Lat f(x) = 23 — cos(4z). Los ekvationen f(x) = 0. Rita forst upp grafen till
f for att se var ungefir l6sningarna (skdrningspunkterna) ligger. Hur manga l6sningar finns
det? Las av i grafiken en forsta approximation av en losning for att sedan forbattra denna med
Newtons metod. Rita ut 1osningen med en liten ring. Upprepa tills du beraknat alla 16sningar
till ekvationen. Anvénd dig av koden i exemplet ovan nir du loser uppgiften (dvs. kopiera koden
och modifiera/utoka den sa att den léser uppgiften).

Som bekant finns det ett fardigt kommando, fzero i MATLAB som berdknar nollstéllen till en
given funktion. Sla upp kommandot i MATLABs dokumentation (skriv doc fzero i kommandofonstret),
eller titta i tidigare laboration, sa att du ser hur kommandot anropas.

Uppgift 4. Lat f(z) = 2% — cos(4x). Los ekvationen f(x) = 0. Rita upp grafen till f for att
se var ungefar 16sningarna (skdrningspunkterna) ligger. Hur manga lésningar finns det? Lés av i
grafiken en forsta approximation av en 16sning for att sedan forbattra denna med fzero. Upprepa
tills du beraknat alla losningar till ekvationen.

5 Extrempunkter

Vi skall bestimma max- och minpunkter till en funktion f(z). Som exempel tar vi
f(z) = (v + 1.52% + 0.12%) exp(—0.72?)

Vi ritar upp grafen for att se var de stationidra punkterna finns och av vilken typ de ar.

>> £=0(x) (x+1.5%x.72+0.1*x."3) .*exp(-0.7*x."2)
>> x=linspace(-4,4);

>> plot(x,f(x))

>> grid on
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Det ser ut som vi har tre stationdra punkter, en lokal minpunkt (global minpunkt) och tva lokala
maxpunkter (varav en ar en global maxpunkt).

Vill vi berékna extrempunkter till en funktion f(z) som &r deriverbar kan vi berédkna stationéra
punkter genom att l6sa ekvationen g(z) = f'(x) = 0. Sedan far vi kontrollera om dessa &r
extrempunkter och i sa fall av vilken typ.

Det finns ocksa metoder som soker lokalt minimum till en funktionen utan att anvanda derivata.
I MATLAB finns funktionen fminbnd som finner lokal minpunkt till en given funktion och anvands
enligt x=fminbnd (fun,x1,x2). Har beskriver fun funktionen vi skall minimera, x1 och x2 ger
ett intervall som omsluter minpunkten vi soker.

Vill vi istdllet maximera funktionen sa finner vi maxpunkt genom att minimera h(z) = —f(x).

Fran grafen till funktionen ser vi att det finns en lokal minpunkt i intervallet —0.5 < x < 0 och
lokala maxpunkter i intervallen —1.6 < x < —1.20och 1 <z < 1.5.

Vi bestammer den lokala minpunkten med

>> x=fminbnd(f,-0.5,0)
X =

-0.3183
Vi bestammer nu de lokala maxpunkterna, genom att minimera h(x) = — f(x), med

>> h=0(x)-f(x);
>> x=fminbnd(h,-1.6,-1.2)
X -

-1.4268

>> x=fminbnd(h,1,1.5)
X =
1.0960

Uppgift 5. Bestam samtliga extrempunkter till funktionen

B 14+ 22 —1.52%4+0.5x4
N 14 24

()

Rita graf och anvand fminbnd pa lampligt sitt. Ange av vilken typ extrempunkterna ar och
berdkna eventuella max- och minvarden. Kom ihag att anvanda elementvisa operationer.



