Linjara forsta ordningens differentialekvationer

Enklaste formen av linjar forsta ordningens differentialekvation kan skrivas

dar f(x) ar en given kontinuerlig funktion. Differentialekvationen har 16sning

y(x)=F(z)+C

dér F(z) ar primitiv funktion till f(x) och C en konstant.
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Exempel: Differentialekvationen y/(z) = 2 har 16sning y(z) = %

En allménnare variant av forsta ordningens linjar differentialekvation kan skrivas pa formen:

Y (x) +g(x) - y(x) = h(z)

dar g(z) och h(x) ar givna kontinuerliga funktioner.

Exempel:



Forsta ordningens linjar differentialekvation, allménnare variant y'(z) + g(z) - y(z) = h(z),
16ses genom att ”aterfora” till den enklare varianten y/'(z) = f(z) med hjélp av integrerande faktor:
1: Bestdm primitiv funktion G(z) till g(x) och bilda e%®. (%) kallas integrerande faktor)
2: Multiplicera bégge leden i differentialekvationen y'(x) + g(x) - y(z) = h(z) med den integrerande faktorn. Vi far
y'(@) - €9 4 g(x) - Dy (z) = ) - 9@
Det nya vinsterledet #r derivatan av produkten y(z) - e si differentialekvationen kan skrivas
(y(x) - 9@ = h(x) - @)

som ju &ar pa formen y'(z) = f(z), sa
y(z) - 5@ = / h(z) - O@) dp 4+ C
Multiplicera alla termer med e~¢®) for att 16sa ut y(z). Vi far

Exempel: Los ¢/(z) —x - y(x) =

2 2

1: Integrerande faktor: Vi har g(z) = —z, G(z) = —%, sa den integrerande faktorn blir e~z
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2: Multiplicera med den integrerande faktorn: y/(z) - e
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Vénsterledet ér derivatan av produkten y(z) - e‘% sa y( e =[x-eTdr=—e72+C
Los ut y(z) (multiplicera med eé): y(x) = —e” 5 ey —I— C.e% =1 +C e
OBS Svaret kan enkelt kontrolleras genom att siatta in i det ursprungliga sambandet:
Vi har y(z) = -1+ C - e
Vi far ¢/ (z) = C - e -z
Sa y'(z) —x-y(x)=C- ¢ -z $(—1+C'6122) C-e% -ac+e—C-e% z=2

OBS Det ar ofta battre att folja losningsgangen ovan nar det géller integrerande faktor dn att lara sig formlerna utantill.



Matlabdelen

I Uppgift 1 ska man rita ett riktningsféalt. (Riktningsfélt pratade jag om i andra foreldsningen.)

Riktningsfalt for

y'(z) =zt y(x)

da —1<zx<1, —2<y<2

2
f=0(x,y)x+x.*y; 1
x=linspace(-1,1,20); 0
y=linspace(-2,2,20);
riktningsfaelt(f,x,y)

Funktionen riktningsfalt finns pa kurshemsidan.

Vi markerar en av losningskurvorna i
riktningsfaltet

y(x):—l—l—C-eé

(Vi later C' =1)

C=1,;
y=0(x)-1+Cxexp(x."2/2);
hold on;

plot(x,y(x));

-2
-1

-0.5

0

0.5 1

I Uppgift 2 ska man 16sa en differentialekvation numeriskt med Eulers metod. (Jag gick igenom Euler’s metod i andra foreldsningen)

f=0(x,y)x+x*y;

Berakna 16sning till

{ y'(x) =a+w-y(z)

a=-1; b=1;
N=10; h=(b-a)/N;
x=linspace(a,b,N+1);

y(—1)=,e—1 —1<z<1 Y(1)=sqrt(exp(1))-1;
for n=1:N

med Euler’s metod.

Y (n+1)=Y(n)+h*f (x(n),Y(n));

end
plot(x,Y)

Néar vi kort koden ovan ser vi att i x finns de 11 talen —1,—0.8,—0.6,...,0.8, 1.

y(—1),y(—0.8),y(—0.6),...,y(0.8),y(1) som berdknats med Euler’s metod:

>> X

Vektorn Y innehaller de 11 funktionsvirdena

x = -1.0000 -0.8000 -0.6000 -0.4000 -0.2000 0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000



>> Y
Y = 0.6487 0.3190 0.1079 -0.0250 -0.1030 -0.1389 -0.1389 -0.1044 -0.0328 0.0833 0.2566

I Uppgift 3 ska man skriva en function som heter min_ode som loser en differentialekvation med Fuler’s metod. Det finns ett
programskal att himta fran kurshemsidan.

I Uppgift 4 ska man testa funktionen min_ode pa fyra olika differentialekvationer.
1 Los ekvationerna analytiskt (de dr alla 1:a ordningens linjdra ekvationer, sa anvénd integrerande faktor).
2 Berédkna numeriska 16sningar. Anvand min_ode och tva olika steglingder h = 0.1 och h = 0.001.

3 Rita figur som innehaller riktningsfalt, den analytiska losningen och de tva numeriska 16sningarna.

I Uppgift 5 ska man anvanda Matlabs ode45 for att bestamma losning till en differentialekvation.
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Berédkna 16sning till § N oy
, f=0(x,y)x+x.*y; ' ::f
{ y(x)=z+z y(z) ya=sqrt (exp(1))-1; 0 z
y(—1) =+ve—-1 —l<z<1 [x,Y]=oded5(f, [-1,1],ya); et
med odeds plot(x, Y, ) SRR

ode45 bestammer sjalv steglingd. Hur manga z-virden har valts? Ar steglingden lika lang pa hela intervallet? (Tva bra kommandon
att anvinda fOr att svara pa fragorna &r t.ex. size och diff)



