Idag: Analytisk 16sning av andra ordningens linjara, homogena differentialekvationer med konstanta koefficienter.
a-y/'(x) +b-y/(x) + e y(x) =0 "
a, b, ¢ konstanter a # 0

Differentialekvationen (1) &r homogen eftersom det star 0 i hogerledet, den dr av 2:a ordningen eftersom hogsta derivatan ar 2, den
har konstanta koefficienter eftersom a,b,c &r konstanter och den &r linjar eftersom 3", vy’ och y forekommer linjért i ekvationen. (Se mer
formell definition av linjéritet allra sist *)

Nér man loser differentialekvationer pa formen (1) ovan anvinder man foljande sats:

Om y; och ys ar tva linjart oberoende l6sningar till differentialekvationen (1) kan alla 16sningar till ekvationen skrivas

y(r) = c1-yi(x) + ez - yalz)

dér ¢, co konstanter. (Linjart oberoende innebér att y; och ys inte kan skrivas som multipler av varandra)

Sa for att 16sa (1) galler det att bestdmma tva linjért oberoende 16sningar y; och ys:
Ansétt 16sningen y(x) = €™ och sétt in i ekvationen (1). Vi har ¢'(z) = re™ och y"(z) = r°e™, sa
ay”(x) + by (x) + cy(x) = ar’e™ + bre’™ + ce™ = " (ar®* + br 4+ ¢) =0

26rac

For att produkten e™(ar? + br + ¢) ska vara 0 maste r valjas sa att ar? + br + ¢ = 0, dvs. rotterna ges av

—b+Vb? — 4dac
2a

T2 =

ar? 4+ br + ¢ = 0 kallas den karekteristiska ekvationen. 3 fall kan uppsta néir man loser den karekteristiska ekvationen:
1: rq,ro reella och 1 # ro: Losningen ges av y(z) = ¢1 - €% + ¢y - €72*
2: 11,79 reella och r; = ry (= r): Losningen ges av y(z) = ¢ - €™ +cy-x - €'™”
3: 71,9 komplexa, r; = a+ i, 79 = a — i3: Losningen ges av y(x) = e**(cy - cos(fx) + ¢ - sin(fx))

¢, och ¢y ar konstanter.
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Exempel: Los y’(z) = 10 y(x)
_ 12 . o, 12 .
Vi har y"(z) + 0 y(x) = 0, med karekteristisk ekvation r* + 0= 0 som har 16sningar
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Sa lésningen ges av (3:e fallet ovan, med o = 0 och 5 = 1/12/10)

12 12 12 12
y(x) = " (c; cos( 1—01:) + ¢ sin( 1—0x)) = ¢; cos( Ex) + ¢ sin( Ex)
Om man infor begynnelsevarden fixerar man konstanterna c; och cs:
Exempel: Los
" 12
V(@) = 1 y(x)
y(0)=0.1 2(0)=0 x>0
Vi har (fran ovan) att y(z) = ¢ cos(y/152) + cosin(y/152), sa
12 12 12 12
y'(x) = —cyp sin( 1—0x) ot e cos( 1—01:) 0

y(0) = 0.1 = ¢4 cos( }g 0)—1—028111(,/10 0)=c1-14+c-0=0.1,dvs. ¢; =0.1
Svar: y(x) = 0.1 cos(4/2z)

\/7+02(:os\/7 \/7—02\/7 0,dvs. co =0
10

(I veckans lab avsnitt 3 16ser man samma exempel numeriskt i Matlab)

y'(0) =0 = —¢ sin( }

Ol\.’)



Exempel: (Stewart sid 1156)
Differentialekvationen
y' +y —6y=0

har karekteristisk ekvation
P+r—6=0& (r—2)(r+3)=0
som har 16sning r = 2,79 = —3, sa 16sningen ges av (1:a fallet)

y(x) = c1e** + coe"
Exempel: (Stewart sid 1157)
Differentialekvationen

4y + 12y +9y =0

har karekteristisk ekvation
47 +12r +9 =0

som har 10sning 7 o = —5 sa 10sningen ges av (2:a fallet)

y(x> — Cle—3x/2 +Co 6—31/2
Matlabdelen
System av forsta ordningens differentialekva- % Formulera derivatorna:
tioner. a=0.5; b=0.3; ¢c=0.2; d=0.1;
Exempel: f=0(t,u) [ a*xu(l) - bxu(1)*u(2);

-cxu(2) + dxu(1)*u(2) 1;
wy(t) = a-up(t) —b-uy(t) - us(t)
uy(t) = —c - ua(t) +d - ui(t) - ua(t) % Startvarden:
u1(0) = 0.5,u9(0) = 0.3,0 < ¢t < 80 w0=[0.5; 0.3];

dar a = 0.5,b = 0.3,¢c = 0.2,d = 0.1. I Mat-
lab loser man dem med t.ex. ode45 som i forra
veckans laboration.

% Anropa ode45 och rita ut lésningen:
[t,U] = oded45(f,[0,80],u0);
plot(t,U)



Nér sekvensen ovan har korts innehaller U tva kolumner, med u;(¢;) i den forsta kolumnen och wus(t;) i den andra. Anropet U(:,1) ger
forsta kolumnen i U och U(:,2) ger den andra. Vektorn t innehaller precis som i forra veckans laboration de t;-varden som ode45 har

valt.

Hogre ordningens differentialekvationer
Exempel:

(@) = —Tou(a)

y(0)=0.1,4'(0) =0,0 <z <10

For att kunna 16sa den med ode45 maste man
skriva om den till ett system av forsta ordningen:

usl() = o/ (z)
() = wafz)
Vifir uy(n) = — (@)

Los ekvationen pa samma satt som system av
differentalekvationer.

% Formulera derivatorna:
f=0(t,u) [ u(2);
-12/10%u(1) 1;

% Startvarden:
u0=[0.1; 0];

% Anropa ode45 och rita ut lésningen:
[x,U] = ode45(f,[0,10],u0);

% Rita x och y(x) i figur 1
figure(1); plot(x,U(:,1));

% Rita ett fasportrdtt i figur 2
figure(2); plot(U(:,1),U(:,2));



