Idag Inhomogen, linjar ekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter.
a-y"(x) +b-y'(z) +c-ylr) = Gz)
dér G(x) # 0, kontinuerlig funktion.

Lat L(y) =a - y"(x) + b y'(x) + ¢ - y(x). Nar man l6ser L(y) = G(z) utnyttjar man foljande sats:

Lat y, vara en l6sning till L(y) = G(x). Da kan varje annan 16sning skrivas

y() =yp + e

dar y. &ar 16sning till L(y) = 0. Och omvént, varje sadan funktion y(z) ar en 16sning till L(y) = G(x)

Sa for att 16sa L(y) = G(x) behdver man bestamma:
1: Homogenlosning: Bestdm ., alla 16sningar till L(y) = 0
2: Partikuldrlosning: Bestédm y,, en l6sning till L(y) = G(z).
Losningen till L(y) = G(x) ges av y(z) = y, + Y.

Exempel: Los 3" +y' — 2y = 2 (Exemplet finns i Stewart sid 1161)
1: Bestam homogenlosning: Alla losningar till y” +1y' — 2y =0
Karekteristisk ekvation 2 + 7 — 2 = 0, med rotterna r; = 1,79 = —2 ger losningarna ye(x) = c1€” + coe %% dar ¢, ¢y konstanter. (se

foreldsningen forra veckan om du inte kommer ihag hur man gjorde)

2: Bestam Partikularlosning: Dvs. bestam en 1osning y, till y” + ¢/ — 2y = 22



Vi har hogerledet 22, dvs ett polynom och ansétter y,(x) = Agx? + Ajx+ Ag, dir Ay, Ay, Ag &r konstanter. (se polynomreceptet nedan).
Vi far y (z) = 2452 + Ay och y,(z) = 24, och sitter in i differentialekvationen for att bestamma koefficienterna As, Ay, Ao.
V' +y =2y =122 245 + (241 + Ay) — 2(Agx? + Az + Ap) = 2P

Dyvs. (—2A2)I‘2 + (2A2 - 2141)1' + (2142 + Al — 2A0) = ;L‘Q

1 1
For att hogerled och vénsterled ska vara lika maste —2A4, =1, 245 —2A; = 0 och 245+ A; —2Ay = 0. Vi far alltsa Ay = —5 A= —3
3 1 1 3
och Ay = v Sa y,(z) = Agz® + Ajx + Ag = —51‘2 5T
1 1 3
Svar: y(z) = yp + ye = —5902 — 5Ty + cr1e® + e

Polynomreceptet: Partikularlosning till y” + ay’ + by = G(z) dér G(x) &r ett polynom av grad n.

e b#0: Ansitt y,(z) = q(x)
e b=0,a#0: Ansitt y,(z) =z - q(x)
e b=0,a=0: Ansitt y,(z) = 2* - q(x).

dar q(x) = Apa™ + A, '+ -+ - + Ay. Bestam koefficienterna A, A,_1,..., Ay
Om hogerledet istéllet ar en exponetialfunktion kan man anvinda foljande ansatser:

Partikuldrlésning till 3" + ay’ + by = C - ek dir C konstant. Ansitt

kx om k inte ar rot till karekteristiska ekvationen.

e yy(z) = Ae
e y,(z) = Aze*® om k enkelrot till karekteristiska ekvationen.
e y,(z) = Ax?e™ om k dubbelrot till karekteristiska ekvationen.

och bestam koefficienten A.



Exempel: Los y” + 4y = 3 (Exemplet finns i Stewart sid 1162)

Den karekteristiska ekvationen r? + 4 = 0 har rotterna 15 = £2i. Vi far homogenldsningen y.(z) = ¢1 cos(2z) + ¢y sin(2z).
k =3 &r inte en rot till karekteristiska ekvationen sa vi ansitter partikuldrlésning y,(x) = Ae* och far y(z) = 3Ae** och
yn(x) = 9Ae*. Sa

Yo + 4y, = €7 & 9AEY 4+ 4A™ = ¥

1 1
dvs. 134e3* = 3%, S4 13A =1, dvs A = (ER Vi far partikulérlosning y,(z) = 1—36393.

1
Svar: y(z) = y. + yp = ¢1 cos(2x) + casin(2z) + Ee?’w

Om man har cos /sin i hogerledet kan man anvédnda sig av foljande recept for att ansitta partikulérlosning:

Partikularlosning till y” + ay’ + by = sin(mz) eller y” + ay’ + by = cos(mx)
e Ansitt y, = Acos(mz) + Bsin(maz) om rétterna till den karekteristiska ekvationen # +im
e Ansitt y, = (A cos(ma) + Bsin(mx)) om rotterna till den karekteristiska ekvationen = £mi

e Bestam sedan koefficienterna A och B.

Exempel: Bestdm partikulérlosning till y” 4+ y = cos(z)
Den karekteristiska ekvationen 7% 4+ 1 = 0 har rotterna +i, sa vi ansatter y,(z) = z(A cos(z) + Bsin(z)). Vi far

y,(z) = Acos(z) + Bsin(z) + z(—Asin(z) + B cos(z))
Yy, () = —Asin(z) + Bcos(z) + (—Asin(z) + Bcos(r)) + x(—Acos(r) — Bsin(r)) = —2Asin(z) + 2B cos(r) + x(—Acos(r) — Bsin(x))

1
artor ar y, + vy, = —2AsIn(x) + cos(x). Val] A oc sa att —2Asin(x) + cos(x) = cos(x), dvs. =0 oc = —. Vllar
Darfor & g o 2Asi 2B Vilj A och B sa 2Asi 2B d A=0och B 5 Vi fa

Yp = 5 sin(x)



Dugga

Pa tisdag 13/12 och onsdag 14/12 &r det dugga. Pa kurshemsidan ser du vad som géller och vilken tid respektive grupp har tilldelats.

Duggan bestar av 3 uppgifter. Den forsta uppgiften &r en forsta ordningens linjéar differentialekvation som (forslagsvis) loses med
integrerande faktor. Den andra uppgiften ar en andra ordningens inhomogen differentialekvation med konstanta koefficienter, som loses
med metoderna i denna och forra foreldsningen. Den tredje uppgiften ar en rotationsarea (mantelarea), se forsta foreldsningen, eller
labl. Uppgifterna ar poédngsatta 2/3/1, (dvs. forsta uppgiften ger 2 podng, andra 3 poéng och 3:e 1 podng). Man behdver fa totalt 3
poang for att klara duggan.

Det finns en 6vningsdugga (med 16sning) pa kursens hemsida. Titta gérna pa den.



