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Detta dokument innehaller mina renskrivna 16sningar pa évningsuppgifter i kursen Linjdr algebra
och analys fortsattning (MVE465). Jag har strukturerat dokumentet sa att man forst ser enbart
uppgiften, och pa néasta sida star samma uppgift tillsammans med I6sningen. Detta uppligg gor
det enkelt for er att sjalva prova pa uppgifterna utan att ni rakar se delar av 16sningen.

Jag kan inte lova att samtliga 16sningar ar valformulerade och pedagogiska, men férhoppningsvis
ar de flesta losningar hjilpsamma.

Demonstrationsuppgifter markerade med * demonstreras endast i man av tid.
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Uppgifter ur Adams & Essex

Ovningstillfille 1.1
Problem 2.10.6

Berékna den indefinita integralen

/a:—i—cosa: dz



Ovningstillfille 1.1 MVE}65

Problem 2.10.6

Berékna den indefinita integralen
/ x + cosx dx

Lo6sning: Uppgiften dr med andra ord att finna en primitiv funktion till f(z) = z + cosz, dvs.
en funktion vars derivata ar f(z):

1
F(z) = 5952 +sinx + C.



Ovningstillfille 1.1

Problem 5.3.14
Uttryck gréansvardet

som en integral.

=2
Jli%ozlnln@*
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Problem 5.3.14

Uttryck gréansvardet
21
lim Z In (1 + >
som en integral.

Losning: Kom ihag att integraler definieras som gréansvarden

/b flz) dz = nan;oif(xi)Axi,
@ i=1

Vi borjar darfor med att skriva om summan i uppgiften pa formen

i=1

24 ﬁ _ 2(1 1) _

Om vi séatter z; = o sa blir ldngden pa varje delintervall Ax; = x; — z;_1 = n,
och eftersom denna langd ar oberoende av indexet i sa gor vi oss av med det: Aw == Summan
blir da

iln <1+xi)Ax — /bln(1+x) dz, (n — ).
i=1 @

Det enda som aterstar nu ar att hitta integrationsgranserna a och b:

. . 2 2n
a= lim 7 = lim — =0, och b= lim z, = lim — = 2.

Vi drar slutsatsen att

2
:/ In(1+ z) da.
0

) 2
i —1 14+ —
Jim >~ ( + n)

i=1



Ovningstillfille 1.1 MVE}65

Problem 5.4.2

Forenkla uttrycket

/023f(:c) d:c+/133f(:v) dm/SQf(x) dx/23f(x) dz (1)

0 1
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Problem 5.4.2

Forenkla uttrycket

/023f(3:) dx+/133f(a:) dx—/os2f(x) dx—/123f(x) dz 2)

Losning: Kom ihag att integralen av en funktion éver ett intervall [a, b] ger arean mellan z-axeln

och funktionens graf i detta intervall. Om tva integraler fab f(z) dz och fb ) da har samma
integrand f(z) och de tva intervallen [a, b], [b, c] ligger precis bredvid Varandra (utan overlapp)
sa kan vi lagga ihop de tva integralerna till en:

/abf(x) dx—l—/bcf(x) d:v:/acf(x) dz

Detta betyder helt enkelt att den totala arean hos tva separata regioner &r lika med summan av
respektive regions area. Se Figur 1.

Vi bérjar med att subtrahera den fjérde integralen fran den forsta integralen:

/023f(x) dx—/123f(x) dxz/013f(:1c) dz

Eftersom denna integral técker intervallet [0, 1] och den andra integralen i ekvation (2) técker
intervallet [1, 3], och de tva integralerna har samma integrand, sa kan vi addera dem:

/013f(x) dx+/133f(:c) dxz/033f(x) dz

Det enda som aterstar &r att subtrahera den tredje termen i ekvation (2):

(2):/03f(x)dx—/0 2f(x /f dm—2*/f dx—/f

2 —
1.5
fo ) dz = fo ) dx + f2 dz
1+
05
i f(z) do ) f(x) dz
O 1 1 1 : 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figur 1: Arean mellan z-axeln och grafen till f(x) i intervallet [0, 3] kan fas genom att berdkna
arean over delintervallen [0,2] och [2, 3] var for sig, och sedan summera de tva areorna. Detta

faktum kan skrivas i termer av integraler som fog ) dx = fo ) dz + f2 ) dz.

10



Ovningstillfille 1.1

Problem 5.4.12%

Utvéardera integralen
2
/ V2x — 22 dx
0

genom att tolka integralen i termer av areor.

11
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Problem 5.4.12%

Utvéardera integralen
2
/ V2x — 22 dx
0

genom att tolka integralen i termer av areor.

Lo6sning: Vi borjar med att plotta funktionen:

1
0.8
0.6
0.4

0.2

Figur 2

Som vi ser bildar denna graf en halvcirkel med radie r = 1, sa

2
1
/ V22 — 22 do = area(halvcirkel) = g * ="
0

12



Ovningstillfille 1.1 MVE}65

Problem 5.4.34%*

Berékna integralen

/_23 f(z) d=

dar den styckvis kontinuerliga funktionen f ges av

_J1+z, <0

13
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Problem 5.4.34%*

Berékna integralen

/_23 f(z) d=

dar den styckvis kontinuerliga funktionen f ges av
1+2z, <0
Lo6sning: Vi delar upp integralen i tva delar som later oss utvirdera funktionen pa varje del:

/i,f(x) dx/osf(x) d:z:+/02f($) dx/i(ler) dx+/022dx.

Vi kan berdkna de tva integralerna var for sig genom att plotta funktionerna, sa som vi har gjort
i tidigare uppgifter. Om man gor detta sa far man att

/Zf(x) dng.

14
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Problem 5.5.4

Berékna integralen

-1/ 1
/, (x,z—ms) dr

15
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Problem 5.5.4
Berékna integralen
11
o \=x x
Losning: Vi skriver om integranden med hjalp av negativa exponenter,

11,
S =
X x

och anvander deriveringsregeln d%x" = na"~ ! baklinges pa respektive term for att hitta den

primitiva funktionen:

1 11
F)=—-a2'4+-2724+C=—-—~+-— +C.

2 r 222

Integralen har darfor vardet

/_1x_2—x_3 de = F(-1) - F(-2) = <1+;+C’> —<;+;+C) :g

-2

16
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Problem 5.5.26

Berékna arean av den region R som ligger under grafen y = /z och 6ver grafen y = %.

17
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Problem 5.5.26
Berékna arean av den region R som ligger under grafen y = /z och 6ver grafen y = %.

Lo6sning: Vi borjar med att plotta de tva graferna for att se hur regionen R ser ut.

25¢
—y=\z
—y=uz/2
ol
|
|
|
|
|
151 }
|
|
|
|
|
1k R |
|
|
|
|
|
05 |
|
|
|
|
0 S R
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Vi ser att de tva graferna skér varandra i punkterna x = 0 och & = 4, sa dessa ar vara integr-
tionsgréanser. Arean av regionen R kan nu berdknas via foljande process:

Steg 1. Berikna arean mellan grafen y = /& och z-axeln, det vill siga berdkna integralen
4
/ Vz dz,
0

Steg 2. Berdkna arean mellan grafen y = x/2 och z-axeln, det vill siga berdkna integralen

4
/ x/2 dx,
0

Steg 3. Notera att arean av regionen R &r arean i Steg 1. minus arean i Steg 2.

4 1 2:|4 é
0 o 3

area(R) = /04\/5 dz — /04 r/2 dx = EIS/Q} _ [Zx

18



Ovningstillfille 1.1 MVE}65

Problem 5.5.42%

Berdkan derivatan

1’2 :
d , sinu
— du
dx 0 U

19
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Problem 5.5.42%

Berdkan derivatan

12 :
d , sinu
— du
dx 0 U

Losning: Integralkalkylens huvudsats séger att

2

/ MUY qu = F(z?) — F(0),
0 u

dér F(u) &r en primitiv funktion till f(u) = S2%. Produktregeln for derivator ger nu att
d , [T si d
z? / SN qu = g2 (F(m2) - F(O)) =
0 dx

dz U
= (L) (;en - r) +2* (2 (PG - FO) ) =

2
T si sin (22
= 2x/ Smu du + 223 (2 ) =
0 u X

2

2 .
sinu .
= 2r du + 2z sin z2.
O ,L[/

Mer &n sahér kan vi inte forenkla, da den primitiva funktionen F'(u) inte har nagot enkelt uttryck.

20



Ovningstillfille 2.1 MVE465

Ovningstillfille 2.1
Problem 5.5.44

Berédkna derivatan

d cos 6 1
— — dzx.
d9 /SinG 1-— {EQ .

21
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Problem 5.5.44

Berdakna derivatan
d cos 6 1
— —— dz.
a0 /sing T—22 "

Losning: Antag att integranden f(r) = - har en primitiv funktion F(z), det vill siiga att

1—x2
fl@) = F'(z).
Da kan derivatan i uppgiften skrivas pa foljande satt:

d cos 6 1

< . d
do sin 6 -2 !

d d d
= (F(cos 0) — F(sin 9)) = @F(cos 0) — @F(sin 0).
Enligt kedjeregeln kan dessa derivator berdknas genom yttre och inre derivata,

sinf  sinf 1
1—cos20  sin?@  sind’

do do

inre

iF(cosﬁ) = F'(cos ) 4 cos = —f(cosf)sinf = —
\W_/\W—/

yttre
dar vi har anvant trigonometriska ettan i namnaren:
cos? 0 +sin’f =1 <= 1 —cos?f =sin®6.

Genom exakt samma metod berdknar vi

cos cosf 1

d d
— F(sinf) = F'(sinf)— sin@ = f(sinf) cos =

de do 1 —sin20 cos20 cosf’

Svaret pa uppgiften ar alltsa

d [esf 1 d d . . 1 1
@ 1—7x2 dx = @F(COSG) — @F(Slne) = —

cosf sinf’

sin 6

Notera att vi aldrig behovde ta reda pa hur den primitiva funktionen F(z) ser ut. Egentligen
vet vi inte ens om den existerar. Vi anvande den bara for att omformulera problemet och for att
tillampa kedjeregeln, efter det anvéndes bara dess derivata F'(z) = f(x).

22



Ovningstillfille 2.1 MVE}65

Problem 5.6.4

Utvéardera den indefinita integralen

/62'7” sin(e%) dz.

Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

23



Ovningstillfille 2.1 MVE}65

Problem 5.6.4

Utvéardera den indefinita integralen

/62'7” sin(e%) dz.

Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

Losning: Svarigheten med denna uppgift &r att integranden &r en produkt, i detta fall av e2®

och sin(eh). Nér man deriverar en produkt av tva funktioner sa kan man alltid anvénda sig utav
produktregeln, men nir man integrerar en produkt av tva funktioner sa finns ingen systematisk
metod som &r garanterad att fungera. Har ar tva vanliga metoder som man kan testa:

1. Partialintegration,
2. Variabelsubstitution.

Vi kommer anviinda variabelsubstitutionen v = €%?, dels for att faktorn sin(ez””) far den enklare
formen sin(u) och dels for att faktorn e2* bakas in i lingelementet:

Variabelsubstitutionen har alltsa foljande effekt pa integralen:

1 1 1 1
/629” sin(e%) dz = = /sin(e%) 2¢%* dg = f/sinu du=—=cosu+C = ffcos(ezw) + C.
N ,W—’du 2 2 2

sin(u)

24



Ovningstillfille 2.1 MVE}65

Problem 5.6.16

Utvéardera den indefinita integralen

2
z
— dzx.
/2+x6 .

Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

25
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Problem 5.6.16
Utvéardera den indefinita integralen
=t
—— dx.
2+ z6
Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

Losning: Hur tdnker man nér man l6ser en san har uppgift? Jag téanker att jag vill bli av med
faktorn z? i tiljaren, for man kan nog inte enkelt bli av med nimnaren. Sa lat oss sitta u = 23

x? d — u =1z 1 1 d
29426 T | du=322dz | 3] 24w

Integralen paminner mycket om derivatan for arctan, vi behéver bara gora om tvaan i ndmnaren
till en etta. Ett sitt att gora detta &r via en till variabelsubstitution som byter ut 2 mot 2v2,
varefter vi kan faktorisera ut en tvaa fran hela ndmnaren.

E/LdU* v:u/\/§ ﬁ/ldv
3) 24w | dv=du/V2 | 3 ) 2+202

_L/; dv—larctanv—i—C—1arctan<x3> +C
3v2.) 1402 3v/2 3v/2 V2 '

26



Ovningstillfille 2.1 MVE}65

Problem 5.6.18%

Utvéardera den indefinita integralen

/ dz
et +e T’

Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

27
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Problem 5.6.18%*
Utvéardera den indefinita integralen
/ dx
et 4 e~ T :
Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

Losning: Det ar inte uppenbart hur man l6ser denna uppgift, sa lat oss helt enkelt testa nagot
och se vad som hénder.

dx e’ dz u=e" du "
/em—i—e*«” :/62I+1 = [ du = ¢® da } :/r_’_l:arc‘canu—i—C:arctane +C.

I det hér fallet gick vart experiment bra, men ibland far man testa flera olika saker innan man
hittar en fungerande approach.

28
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Problem 5.6.42%*

Utvéardera integralen

s
/ sin® z dz.
w/4

Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

29



Ovningstillfille 2.1 MVE}65

Problem 5.6.42%*

Utvéardera integralen

s
/ sin® z dz.
w/4

Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.
Losning: Lat oss skriva om integranden med hjilp av trigonometriska ettan:

2

cos’x +sinz =1,

22 =1— cos®z. Vi kan dérfor gora omskrivningen

vilket ocksa kan skrivas som sin
. . . . . 2 .
sin® z = sin* zsinz = (sm2 ;U)2 sinx = (1 — cos? x) sin x,

vilket ger integralen

™ _ -1 1/vV2
/ (1 — cos® x)Qsinx dz = dz;c_oiix d } = —/ (1—u?)? du= / (1 —u%)? du.
7'(/4 1/\/5 -1

De nya integrationsgrinserna ir u = cos /4 = 1/4/2 sam u = cos ™ = —1, och vi har bytt ordning
pa dem sa att vi integrerar fran —1 tilll 1/v/2. Att byta ordning péa integrationsgrinserna infér ett
minustecken som tar ut minustecknet fran du = —sinx dz, sa ovanstaende ekvation ar korrekt
och vi kan nu berékna integralen:

1ve 2,2 1/ve 2 4 243,15 1V 43 8
1—u duz/ 1—-2u"4+uw du= |u—-u’+ -u = —4+ —.
/4 ( ) 1 { 3 5 }1 60v2 15

30



Ovningstillfille 2.1 MVE}65

Problem 5.7.6

Sketcha och berékna arean hos den region som bestams av kurvorna

r—y="1, r =2y —y+3.

31



Ovningstillfille 2.1 MVE}65

Problem 5.7.6

Sketcha och berékna arean hos den region som bestams av kurvorna
r—y=", x=2y* —y+3.
Lo6sning: Vi borjar med att sketcha de tva kurvorna, for att se hur regionen i fraga ser ut:

3-

—x=y+7
o5k |—zx =22 —y+3

Figur 3

Vi vet att en integral pa formen fab f(z) dz ger arean mellan grafen till f(z) och z-axeln, i

intervallet a < x < b. Pa samma sitt ger integralen f; f(y) dy arean mellan grafen till f(y)
och y-axeln, i intervallet a < y < b. Vi kan dérfor berdkna arean av regionen R genom att forst
berdkna arean till vanster om linjen f(y) = y + 7 och sedan subtrahera arean till vinster om
kurvan g(y) = 2y% —y + 3:

b b b
area(R) =/ 7+ydy—/ 2y2—y+3dy=/ (T+y) — (29> —y +3) dy,
a a a
dar integrationsgranserna a, b ar de tva punkter dar kurvorna skér varandra:
T+y=2"-y+3 <= Yy -y-2=0 = y=-1,y=2

Arean ar alltsa

2 2
2
area(R) = / —2y° +2y+4dy = [—3313 +y + 44 =9.

32



Ovningstillfille 2.1 MVE}65

Problem 6.1.2

Berékna integralen

/(x +3)e*” da.

33
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Problem 6.1.2

Berékna integralen
/(x +3)e*” da.

Losning: Vi satter
15,
U(z) =z + 3, V(z) = §€2l

och partialintegrerar:

/(:,E +3)e*” dz = /U(x)% de =U(z)V(z) —/%V(m) dz =
:%(m+3)62”—%/1*62’” dr =

1 1,
= §(m + 3)e*® — 1621 +C.

34
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Problem 6.1.8

Berékna integralen
/xQ arctan z dzx.
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Problem 6.1.8

Berékna integralen
/xQ arctan z dzx.

Losning: Vi satter

Uz) = a3, V(z) = arctan x

och partialintegrerar:

dv
dfdx:

/332 arctan x dx:/i[x]V( )dz =U(z)V(z) —/U(a:)

1

= ga:?’ arctanz — 3

X

1
3

1 4
= gac arctanz — x

14 1/ 1+x —1

= —x” arctanz — r——— dax =

3 1+ 22
1/

s, o
= —I arctanx —
3

1+ 22 1 da —
v 1—1—372 1422 v
:U( )dx:

1—|—x2

1, +
= —x° arctanz —
3
14 1
= —x”arctanx — —
3 3

1 1
= gzsarctanxf 61 + gln(l +x ) + C.
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Problem 6.1.14%*

Berékna integralen
zeV® da.
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Problem 6.1.14%*

Berékna integralen
zeV® da.

Losning: Denna uppgift #r lite lurig, det kinns naturligt att sitta U(z) = x och V(z) = eV®
men detta kommer inte fungera. Istéllet gor vi en variabelsubstitution:

VEgpo| w=a =2 [ uPe du=2I
re T wdu= dz | T ues du=2ls,

dar

I ngu qy — U=u", V =e" B
n T TN QU = du, dV =€t du |

:/U dV =U(u)V (u) —/V dU = u"e" —nl,_1.

Vi far da att

Iy =e"
=1 =ue* —e* = (u—1)e"
= I = u?e" — 2(u —1)e" = (u? — 2u + 2)e"
= I3 =ude" — 3(u? — 2u + 2)e" = (u® — 3u® 4 6u — 6)e"

Svaret d&r med andra ord

zeV? dx = 2(zy/T — 3 + 6y/x — 6)eV7.
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Problem 7.1.6
2

Lat R vara den tvadimensionella yta som begrénsas av kurvorna y = = och y = z°. Berdkna
volymen av den solid som erhalles om vi roterar ytan R ett varv runt

(a) z-axeln,

(b) y-axeln.
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Problem 7.1.6

Lat R vara den tvadimensionella yta som begrinsas av kurvorna y = z och y = 2. Beriikna

volymen av den solid som erhalles om vi roterar ytan R ett varv runt
(a) z-axeln,
(b) y-axeln.

Loésning: Lat oss borja med att mala upp den aktuella regionen (Figur 4) och den solid som
erhalls genom rotation kring z-axeln (Figurer 5-6).

121
T
|
|
|
|
|
|
0.8 |
|
|
|
|
|
06 |
|
|
|
|
|
0.4 R }
|
|
|
|
|
0.2 |
|
|
|
|
|
0 I I I I | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Figur 4
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I tidigare uppgifter har vi berdknat arean hos en tvadimensionell region R, begrinsad av tva
stycken kurvor y = f(z) och y = g(x), genom att forst berdkna arean under den 6versta kurvan
och sedan subtrahera arean under den ldgre kurvan. Hér gor vi nagot liknande: forst berdknar
vi volymen hos den solid som erhalls nér vi roterar den 6vre kurvan y = x kring den valda axeln,
sedan subtraherar vi volymen hos den solid som erhélls nir vi roterar den nedre kurvan y = z2
kring samma axel. Med andra ord berdknar vi volymen av konen i Figurerna 5-6 som om den
vore en helt solid kon utan insida, och sedan subtraherar vi volymen av konens insida.

Nér vi roterar en kurva f(x) kring z-axeln sa bildas en cirkel for varje z-véarde (Figur 7-8).
Eftersom kurvan ligger pa avstandet f(x) fran z-axeln sa kommer motsvarande cirkel att ha
radien 7 = f(z) och ytarean A(z) = 7r? = nf(x)%. Volymen av soliden fas genom att “summera
alla ytareaor”, det vill siga genom att integrera over det aktuella intervallet:

V:/abA(:v) dx:w/abf(xf daz.

Vi ska som sagt berdkna volymen mellan den kon som bildas nér vi roterar y = z kring z-axeln
och den trumpetliknande yta som bildas néir vi roterar y = x? kring samma axel. Volymen blir

1 1 1 1
1 1 2
V:ﬂ'/ 332(13?—71'/(.232)2(133:77/ - R G P [ S B L
0 0 0 3 5 |, 15

Vion Virumpet

Nér vi istédllet roterar ytan kring y-axeln sa gor vi precis likadant men vi skriver om kurvorna
som funktioner x = f(y) och integrerar med avseende pa y:

Y=z <= T =1y, y=12° <= =,y (v>0).

Som vi ser skér de tva kurvorna varandra i punkterna y = 0 respektive y = 1, sa vi far samma
integrationsgranser som ovan. Volymen blir

) )
1 1 b

— 2_2d: T -
4 77/0(\/17) v dy=m Sy =gy G

Ett snabbbare satt att fa samma svar ar via integralen

1 1 r
27r/ z(f(x) — g(x)) dx=27r/ r(r—2%) de =27 | -2 — -2t ==,
0 0 B 4 1, 6

Denna metod &r snabbare eftersom den inte kréaver att vi skriver om kurvorna pa formen z = f(y)
och hittar motsvarande integrationsgranser, men jag tycker det &r svarare att visualisera hur
denna metod fungerar. Idén ar att vi for varje x bildar en cylinder med omkretsen 27z och
héjden f(x), vilket ger ytarean 27z f(x). Volymen av soliden fas sedan genom att “summera
ihop” alla dessa ytareor, det vill sdga integrera Gver x.

Ni ar tillatna att anvanda vilken metod ni vill.

Svar: Soliden som bildas nér vi roterar kring z-axeln har volymen 21—? och soliden som bildas
nér vi roterar kring y-axeln har volymen f.
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—_—Y =2

/

AN

-0.5

1 0.5 0 0.5 1
Figur 7
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Figur 8
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Problem 7.1.12%

Berikna volymen av den solid som bildas nir vi roterar regionen 0 < y < 1 — 2 kring linjen
y=1.

44



Ovningstillfille 2.1 MVE}65

Problem 7.1.12%

Beriikna volymen av den solid som bildas nir vi roterar regionen 0 < y < 1 — 2 kring linjen
y=1.

Losning: Ett sdtt att 16sa denna uppgift ar att flytta integrationsaxeln till z-axeln via variabel-
substitutionen v = y — 1. Vi kan nu rotera regionen —1 < u < —? kring linjen u = 0 (det vill
séga z-axeln) och berédkna volymen precis som ovan:

1 1
1
V= 77/ (1) = (=2’ dz =7 [m — x‘”’} — 81
—y=0
8l —y=1-4

Figur 9
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Ovningstillfille 2.2

Problem 7.2.2

Betrakta en solid med hojden h, och med egenskapen att tvérsnittet pa hjden 0 < z < h ar en
rektangel med dimensionerna z och h — z. Finn solidens volym.

46



Ovningstillfille 2.2 MVE}65

Problem 7.2.2

Betrakta en solid med hdjden h, och med egenskapen att tvérsnittet pa hojden 0 < z < h &r en
rektangel med dimensionerna z och h — z. Finn solidens volym.

Lo6sning: Forestill er att ni skir ut en tunn slice av soliden, med tjocklek dz. Om tjockleken
dz ar tillrackligt liten sa ser denna tunna slice ut som ett ratblock med sidlangderna z och h — z
samt tjockleken dz, sa slicens volym ar dV = z(h — z)dz. Om vi delar in hela soliden i sana
slices och summerar de individuella volymerna sa far vi volymen hos hela soliden, och nér vi
later tjockleken dz ga mot 0 sa blir summan en integral. Det foljer att

h h h
1 1 1 1 1
V = A Z(h — Z)dz = A Zh - Z2dZ = |:2h,22 — 323:|0 = §h3 — ghg = Eh?)
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Problem 7.2.15%

Betrakta en cirkuldr cylinder med radie r, vars toppyta ér ett lutande plan (Figur 11a). Om den
lagsta och den hogsta punkten pa toppytan har héjden a respektive b, berdkna cylinderns volym.

Figur 10: Bild fran sida 402 i kursboken.
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Problem 7.2.15%

Betrakta en cirkuldr cylinder med radie r, vars toppyta ér ett lutande plan (Figur 11a). Om den
lagsta och den hogsta punkten pa toppytan har héjden a respektive b, berdkna cylinderns volym.

7
¥ y = rl —x

2

(a) Bild fran sida 402 i kursboken. (b) Bild fran Instructor’s Solution Man-
ual.

Figur 11

Losning: Placera cylinderns mittpunkt i origo och vrid cylindern sa att toppytans sluttning ar
parallell med z-axeln (Figur 11b). Notera att vi {6r varje x far en rektangel med nagon bredd b
och héjd h som bada beror av z. Cylinderns volym kan berdknas genom att summera ihop dessa

rektanglars ytareor:
T

V= bxh de.

-

Om cylindern har radie r sa ligger z i intervalllet —r < x < r och cylinderns héjd ar en linjar
funktion h(z) = kxz + m. Eftersom vi har placerat cylindern med den hogsta punkten langst till

vanster (x = —r) och den lagsta punkten langst till hoger (x = r) sa far vi att

a=h(r)=kr+m, N k:—a_b _a+b

b=nh(—r)=—kr+m Toor m=Ty
Hojden ges alltsa av

a—b a+b
h =
@) =57+ =
Bredden fas genom cirkelns ekvation:
2?2 +y? =12 = y? =12 —2? = y=/r?—z?

och det framgar tydligt fran Figur 11b rektangelns bredd &r b(z) = 2y = 2v/r2 — 22. Saledes ar

I _ r 2
v= [ o (e ) = [y e = TR,

_r 2r _r 2
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Problem 7.3.5

Beriikna lingden pa kurvan y3 = 22 fran punkten (—1,1) till (1,1).
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Problem 7.3.5

Beriikna lingden pa kurvan y3 = 22 fran punkten (—1,1) till (1,1).
Loésning: Vi borjar med att skriva om kurvan som y = 2%/3, vilket ger derivatan y' = %x’l/ 3,
Som beskrivs pa sida 405 i boken kan vi betrakta ldngden som en “summa” av baglangder,

=1
4 V922/3 + 4
L:/ ds, déar ds =1+ (v)? dx:\/1+§x*2/3 dxz%dx
r=-—1 xr

sa lat oss helt enkelt berdkna denna integral:
I 1 /922/3 +4 dp — 9 1 /922/3 +4 Qe — u = 9x2/3 +4 B
- 3|ac|1/3 o 3213 T | du=62"3dx |

1 _ 2% 135/2 - 16
9 ‘[ 27
4

Pedagogisk 16sning: Forestill dig en partikel som firdas lingsmed kurvan och vid tiden ¢ har

koordinaterna
r(t) = (x(t),y(t) = (,17%),  —1<t<1.

Tidsvariabeln ¢t ar inget annat &n den ursprungliga variabeln z, vi har satt ¢t = x. Anledningen
varfor vi byter ut x mot en tidsvariabel ar for att enklare kunna visualisera vad som héander.
Fragan hur lang dr kurvan? kan nu 6versittas till fragan hur langt fardas partikeln under tidsin-
tervallet —1 <t < 1?2 och svaret pa denna fraga far vi genom att undersoka partikelns fart; om
partikeln fardas i 1 m/s i tva sekunder, 5 m/s i tre sekunder, 0.2 m/s i fem sekunder, och sa
vidare, sa kan vi berdkna fardstrackan som
1
L=(1m/s x28)+(5m/s *3s8)+(0.2m/s «5s)+ - = / partikelns fart(t) dt.

-1

Partikelns hastighet ges av tidsderivatan

dr dz dy 2 _
/t = — = —_, == I*t 1/3
m( =g <dt’dt> (’3 ’

men vi ar inte intresserade av vilken riktning partikeln fardas i, vi vill bara veta hur snabbt den
fardas. Sa vi berdknar farten som storleken pa hastighetsvektorn:

dz\?> [dy\® \/ 4 . Vo34
‘W =1/ = e R VG e S iy
I (1) V(&) () =13 i

Svaret pa uppgiften blir darfor
g [YIEE o PVRREED T = g
/ I~ @1 / 3|t\1/3 / 3t1/3 du = 6t~1/3 dt

1 f 2*133/2—16
9 4 27 '

o1
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Problem 7.3.8*

Berakna langden pa kurvan y = 3‘3—3 + ﬁ fran x =1 till x = 2.
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Problem 7.3.8*

Berakna langden pa kurvan y = 3‘3—3 + ﬁ fran x =1 till x = 2.

Losning: Precis som i foregdende uppgift borjar vi med att berikna derivatan y' = 22 — ﬁ

och bagléngdselementet
1 , 1

Kurvlangden &r integralen av detta baglingdselement:

2 2 2
1 1, 1 59
L={ ds=[ 2+ -—do=|za%— —| =2,
/1 3 /113 T Lsx 4xL 24
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Problem 7.3.20%

Berédkna ytarean hos den yta som bildas nar vi roterar kurvan

y:xQ, 0<x<2

kring y-axeln.
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Problem 7.3.20%

Berédkna ytarean hos den yta som bildas nar vi roterar kurvan
Yy = x2, 0<x<2

kring y-axeln.

Lésning: Kurvan y = 22 ér en parabolisk kurva (Figur 12), s nér vi roterar den kring y-axeln

far vi en djup skal (Figur 13-14). Denna skal utgors av ett oandligt antal cirklar som bildas genom
att vi, for varje viirde pa z, tar punkten (z,2?) och roterar den ett varv runt y-axeln. Eftersom
varje sadan cirkels radie bestdms av z-virdet (r = x) sa har cirkeln omkretsen 27mr = 27z, Vi
kan berdkna ytarean genom att “summera” dessa omkretser samtidigt som vi tar i atanke hur
kurvan bdjs nér vi gar uppat (bagléngden):

2 2 _ )
0 0 =

9 9
_T _ T2 BT
—4/1\/ﬂdu—4[3u L— '

—y=x

25

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figur 12: Grafen till funktionen y = 22 for 0 < x < 2.
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I I I I I I ]
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

T 2 2 z

Figur 14
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Problem 6.2.10

Utvéardera den indefinita integralen

/ x dx
322 +8x —3
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Problem 6.2.10

Utvéardera den indefinita integralen
/ x dx
322 +8x—3
Losning: Vi borjar med att faktorisera namnaren i integranden,
322 + 82 —3=(3z—1)(z+3)

och skriva om integranden pa formen

T B A n B B
322 +8:—3 3x—1 ax+3
Az +3) B3z —1)

Bx—1)(z+3) (x+3)Bz—1)
Az +3)+B(Bxr—1)
B 322 + 8z —3

Vi behover alltsa hitta konstanter A och B som uppfyller ovanstaende ekvation:

T Az +3)+B(3x—1) B
322 4+8x -3 322 +8x — 3 = x=Ax+3)+BBz-1) =
= z=(A+3B)x+(BA-B) =
~ A+3B=10ch34—B=0 =
1 3
= A—EochB—l—O,

Det foljer att

r dz 1 1 3 1 3
_owde 1L 8 s et S et
/3x2+8m—3 10/3w—1+x+3 v gy et g infe +30+
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Problem 6.2.20

Utvéardera den indefinita integralen

/ dx
3 4+ 222 + 22
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Problem 6.2.20

Utvéardera den indefinita integralen

/ dz
3 + 222 + 2x
Losning: Vi kan faktorisera ut ett z fran nimnaren men mer dn sa gar inte att faktorisera,
eftersom polynomets tva andra rotter &r komplexa. Sa vi vill skriva om integranden pa formen
1 A Bz +C
=4 - = 1=A@*4+22+2)+Bz+C)z =
3 + 222 + 21 m+m2+2x+2 (2" +22+2) + (Br+ C)a
= 1=(A+B)2*+(24+C)z+24 =

1 1
Azf B:—f :_1‘
= 5 5 C

Det foljer att!

/ dx 1 / 1 T+ 2 q
_—_—— = = _ — /A =
34222422 2) x 2242x+2

11 2] 1 20+ 2 q 1 1 q u=z+1
=-ljz|-> | 5————dz—= | 5———dax= =
2 4 ) 22422 +2 2 /) 2242242 du=1

1 1, 1 1
1 1., 1
:§ln\x|—iln|x +2x—|—2|—§arctan($+l)+D.

1Vi anvinder bokstaven D for integrationskonstanten eftersom bokstaven C redan anvénds.
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Problem 6.2.28%*

Utvéardera den indefinita integralen

/ de
cos (1 + sin 6)
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Problem 6.2.28%

Utvéardera den indefinita integralen

/ de
cos (1 + sin 6)

Lo6sning: Vi gor om integranden till en rationell funktion genom att sétta u = sin6,

/M—[dﬁiiﬁﬁde}—/(1_5)121%)—/(1_”%%)27

och i vanlig ordning skriver vi om integranden som en summa av enklare rationella funktioner:

1 A B C
I—wli+u? 1-u 1ta (gaz = 1=A(u?+2u+1) + B(1 —u?) + C(1 - u)
= 1=(A-B)?+(24-Clu+(A+B+C)
= A-B=0,2A-C=0, A+B+C=1
1 1
A== B==> C=-=
= 1 4’0

Det foljer att?

/ du _l/du _’_l/du +1/ du
A—uw)(1+u)? 4) 1-u 4) 1+u 2) Q4+u)?

1 1 1 1
=l —w|+-Ijl4tu -+ D=

e i S i
1+u 1

_ D=
1—u 2(1+u)+
1+sinf 1

— D.

1—sin9‘ 2(1—}—5111(9)+

1
Zln
1
Zln

2Vi anvéander bokstaven D for integrationskonstanten eftersom bokstaven C' redan anvinds.
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Problem 6.3.2*

Utvéardera den indefinita integralen

22
/7 dz
V1 —4z2
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Problem 6.3.2*

Utvéardera den indefinita integralen

2
T
/ T
V1 — 422
Losning: Néar man ser ett uttryck pa formen /1 — g(x)? sa dr det ofta anvandbart att tinka

pa trigonometriska ettan:

sin?z 4+ cos’z =1 — cos’r=1-sin’z <~ cosz=+V1-—sin?z.

Man kan darfor testa att gora variabelsubstitutionen g(z) = sin u, vilket i vart fall blir 22 = sin w:

. 1.2
2r = sinu ZSIH u 1
= = *Qcosu du =

2
x
/‘/1_4332 de = 2 dx = cosu du cosu

1
:f/sin2udu:
8

1
= 1—6/(1—cos2u) du =

U sin 2u
"% s 97

1 1
= Earesin?x— I—GSinucosu—l—C =

1 1
=1 arcsin 2o — ng 1—4224C.
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Problem 6.3.5*

Utvéardera den indefinita integralen

/ dz
N ey
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Problem 6.3.5%*
Utvérdera den indefinita integralen
dx
/ 229 — 22
Lo6sning: I detta fall siatter vi z = 3sin for att roten i nimnaren ska bli 3 cos 6.
d = 3si 1 de 1 1v9 — a2
T _| = 3sind _1 . _ Lo ro=_1L T LC
220 — 22 dz = 3cos6 df 9/ sin’6 9 9
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Problem 6.3.44%*

Anvénd substitutionen x = tan(6/2) for att berikna integralen

/77/2 de
o l+4cosf+sinf
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Problem 6.3.44%*

Anvénd substitutionen x = tan(6/2) for att berikna integralen

/77/2 de
o l+4cosf+sinf

Losning: Vi gor helt enkelt som uppgiften sdger. Kom ihag relationen mellan tan, cos, och sin,

vilket kan anvéndas for att hitta uttryck for cosé och sin6 i termer av x = tan(6/2):

sin®(0/2)  1—cos?(6/2) 1

cos2(0/2) —  cos?(0/2)  cos?(0/2) I

z? =tan?(6/2) =

Genom att kasta om termerna i denna ekvation, samt tillimpa formeln fér halva vinkeln?, far vi

1 0 2 1— a2
= cos?(0/2) = [halva vinkeln] = 1 Hcost = cosf=1——— = <

1+ 22 2 1+ 22 1422

Att extrahera ett uttryck for sin @ ar enklare, tack vare trigonometriska ettan:

1— 22
sinf = £ 1—c0529_i\/j \/1—}—? 1—|—x2

Dessutom &r sin 0 ickenegativt pa det aktuella intervallet 6 € [0, 7/2], sa vi kan sudda ut + ovan.
Det foljer att

2

/2 _ [
/ dé _ r = tan 3, cosf = 1 1+£2, _
o 1+cosf+sind df = 2, dz, sinf =

1422 1+m2
[ =)
o 01+(1712)_~_(2x)_

1+x2 1+x2

_ /1 <1+z’-’) dz _
0 ((1+12)+(17z2)+(2w)>

1422

! 2 dx b de 1
/0 (1 +22) + (1—22) + (22) /0 1+z o] ”@o "

Shttps://sv.wikipedia.org/wiki/Lista_%C3%B6ver_trigonometriska_identiteter#Halva_vinkeln
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Problem 6.5.8

Utvéardera integralen

1
1

—— dx.

/0 TVl —x *
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Problem 6.5.8

Utvéardera integralen

[ o=
—— dz.
0o zV1—=x

Lo6sning: Vi borjar med att berdkna den indefinita integralen:

/ 1 d r=1-—u? 2/ 1 d
_— xr = = — u =
V1 —x dz = —2u du 1 —wu?

1
=-2 / m du = [partialbréksuppdelning]

1 1
= - d
/1+u+1—u b

=—In|l+ul+In|l—ul+C.

De tva integrationsgranserna dr x = 0 = u =1 och = 1 = u = 0 sa svaret borde vara
0

)

1

1
1

men vi kan inte utvérdera den primitiva funktionen eftersom In|u — 1| dr odefinierad for v = 1.
Det hjalper inte att betrakta gréansvardet

0

)

dz = lim dz = lim [ln|1+u|+lnlu|+6’

1 €
1 1
/O V1 —x eal*/o V1 —x e—1—

€

eftersom In |1 — u| = —oo nér e — 1. Integralen divergerar helt enkelt.
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Problem 6.5.10

Utvéardera integralen

oo
/ re ¥ dx
0
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Problem 6.5.10

Utvéardera integralen

oo
/ re ¥ dx
0

Losning: Vi skriver om integralen som ett gransvéarde och partialintegrerar:

o R _ I
/ ze * dr = lim xe ¥ dr = [gj_x’ ZV_ ex] =
o =

R—o0 J rr 1, EZS

R
. _+1R 2\
—gf;@<[—xe ]0+/0 ¢ )—
-R 1
= li — - —+1) =1
1m<eR €R+)

R—o0

Integralen konvergerar.
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Ovningstillfille 3.1
Problem 19.1.4

Klassificera differentialekvationen

y" +xy = xsinz.
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Problem 19.1.4

Klassificera differentialekvationen

/ .
y”ery’ =zsinx.

Losning: Detta ar en linjdr differentialekvation, eftersom vénsterledet endast innehaller linjara
termer i y; ekvationen innehéaller inte nigra ickelinjira termer som (y')? eller e eller y”y. Detta
ar en viktig egenskap, det finns mycket kraftfulla verktyg for att 16sa linjara differentialekvationer,
till skillnad fran de mycket mer komplicerade ickelinjdra differentialekvationerna.

Linjara differentialekvationer delas upp i tva kategorier: Homogena och ickehomogena, beroende
pa om ekvationens hogerled = 0 eller # 0. Hogerledet i var ekvation, z sin x, ar forstas nollskilt
och ekvationen ar darfor ickehomogen.

Slutligen noterar vi att ekvationen &r av tredje ordningen, eftersom den innehaller tredjederivatan
av y. Alltsa &r ekvationen en tredje ordningens, ickehomogen, linjar differentialekvation.

Anmarkning: Anledningen varfor vi delar upp linjara ekvationer i homogena och ickehomogena
ekvationer ar att, om yi, yo ar losningar pa den homogena motsvarigheten av var ekvation,

1"

y" +ay =0,
sa kommer en godtycklig linjarkombination Ay; + Bys ocksa vara en 16sning:

(Ayr + By2)" + x(Ays + Bya)' = A (y)" + xy)) +B (v5' + 2y5) =0,
=0 =0

men detsamma &r inte sant for ickehomogena ekvationer: Om y; och y, 16ser den ickehomogena
ekvationen y"”' 4+ xy’ = xsinz sa kommer en godtycklig linjairkombination Ay; + Bys uppfylla
"

(Ayr + Bya)" + x(Ay1 + Byz)' = A (v + 2y}) +B (5 + zy5) = (A+ B)zsinz,

=zsinz =zsinz

vilket bara ar en 16sning pa den ickehomogena ekvationen om A + B = 1. Godtyckliga linjar-
kombinationer kommer alltsa inte 16sa ekvationen om ekvationens hogerled ar nollskilt, dvs. om
ekvationen ar ickechomogen. Déremot kommer skillnaden mellan tva godtyckliga ickehomogena
16sningar, y5, = y2 — y1, vara en 1ésning pa den homogena ekvationen:

" 1 "

yn +ay, = (y2 —y)" +x(y2 — 1) = (ys' + 2ys) — (v +ay)) = 0.

=zsinz =zsinz

Detta faktum,

Skillnaden yn, = ya — y1, mellan tva godtyckliga losningar pa den ickehomogena ekva-
tionen, loser den homogena ekvationen.

kan omformuleras pa foljande sétt:

Om vi finner bade (1) en ("partikuldr”)iésning y, pd den ickehomogena ekvationen,
samt (2) den allmdnna lésningen yn pa motsvarande homogena ekvation, sa kommer
den allmdnna losningen pd den ickehomogena ekvationen vara summan y = Yp + Y.

vilket vi kommer anvénda oss mycket av.
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Problem 19.1.6

Klassificera differentialekvationen

y' + 4y — 3y =2y
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Problem 19.1.6

Klassificera differentialekvationen
y" + 4y’ — 3y = 2°
Lo6sning: Vi skriver om ekvationen sa att alla termer innehallandes y hamnar i vénsterledet:
y" + 4y — 3y — 2% = 0.

Detta ar en ickelinjar andra ordningens differentialekvation, eftersom den innehaller andra-
derivatan av y och den ickelinjira termen y? gor ekvationen ickelinjir. Observera att vi inte
séger nagot om homogenitet eftersom homogenitet bara ar relevant for linjara ekvationer.

Anméirkning: I féregaende uppgifts anméarkning forklarade vi skillnaden mellan homogena och
ickehomogena linjéra ekvationer, samt relationen mellan dem: Om vi har tva losningar yi, yo pa
en homogen linjar ekvation sa kommer en godtycklig linjarkombination Ay; + Bys ocksa vara en
16sning, men detsamma &r inte sant for ickehomogena ekvationer. Daremot kan man hitta den
allménna losningen y pa en ickehomogen ekvation genom att forst hitta en partikulérlosning v,
och den allménna l6sningen y, pa motsvarande homogena ekvation, och helt enkelt addera dem:

Y="Yp+Yn

Nar det kommer till ickelinjara differentialekvationer, ddremot, finns det ingen sérskild anledning
varfor en linjarkombination Ay; + Bys av tva losningar y;, yo skulle vara en ny 16sning, oavsett
om ekvationens hogerled = 0 eller # 0. Hela idén med linjirkombinationer av 16sningar faller
nar ekvationen ar ickelinjir, och indelningen i homogena vs. ickehomogena ekvationer forlorar
dérmed sitt syfte. Homogenitet &ar alltsa inte ett relevant koncept nér ekvationen &r ickelinjar.
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Problem 2.10.40%

Finn 16sningen pa begynnelsevéirdesproblemet

y" = 5x? — 3z~ 1/2
y'(1)=2
y(1) =0

P& vilket intervall géller denna 16sning?
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Problem 2.10.40%

Finn 16sningen pa begynnelsevéirdesproblemet

y" = 5x? — 3z~ 1/2
y'(1) =2
y(1) =0

P& vilket intervall géller denna 16sning?

Losning: Vansterledet innehaller bara andraderivatan y”, vilket ju ar derivatan av g’, sa om vi
integrerar bada sidor erhaller vi forstaderivatan:

5
y/:/y// dm:/5$2—3x_1/2 do = g1,3_6:”1/2_’_0.

Vi kan dven anvinda begynnelsevillkoret y'(1) = 2 for att hitta virdet pa konstanten C:

5 5 19

Losningen y finner vi pa samma sitt:

) 19 5 19
y:/y/d$=/§x3—6xl/2+§dxzﬁx4—4x3/2+§x+p,

dér konstanten D ges av begynnelsevillkoret y(1) = 0:

5 19 5 19 48—-5-76 33 11
—y(l)= > —4+—4D D42 _ 7oz 5
O=y()=g-4+5+D = 12 3 12 12 1

Losningen pa begynnelsevardesproblemet ar alltsa

5 4 32, 19 11
= -z —4x""+ o — —.
Y712 3771
Funktionen och dess derivator &ar definierade for alla positiva z-varden, men forscker vi mata in
negativa z-virden sa uppstar problem med komplexa kvadratrotter. Dessutom existerar 3z~ /2
inte for = 0, sa 16sningen géller bara pa intervallet (0, c0).
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Problem 3.4.12

Om halveringstiden for radium ar 1690 ar, hur stor andel av den nuvarande méngden kommer
finnas kvar efter (a) 100 ar? (b) 1000 ar?
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Problem 3.4.12

Om halveringstiden for radium ar 1690 ar, hur stor andel av den nuvarande méngden kommer
finnas kvar efter (a) 100 ar? (b) 1000 ar?

Losning: Lat P(t) vara andelen radium som aterstar efter ¢ ar, sa att P(0) = Py = 1 eftersom
andelen som aterstar efter 0 ar ar 100%. Sonderfallshastigheten P’(¢) &r proportionell mot den
andel radium som aterstar, P’'(t) = kP(t) for nagon proportionalitetskonstant k. Detta innebar
exempelvis att om vi dubblar méngden radium sa kommer dubbelt sa mycket att sénderfalla varje
ar, vilket kdnns ganska rimligt. Vi hittar alltsa P(¢) genom att 16sa begynnelsevirdesproblemet

P'(t) = kP(t)
P(0) = P,

Detta #ir en standardekvation med 16sningen P(t) = Pyef* = e**. Vi kan dven finna konstanten
k eftersom vi vet halveringstiden: Andelen radium som aterstar efter 1690 ar ska vara 50%, sa
~ In(1/2)  In2

1 1
= = P(1690) = ' In — = 1690k k= = :
5 = P(1690) = = Ing =169k = 1690 1690

Andelen radium som aterstar efter ¢ ar ges alltsa av funktionen P(t) = e_le(sngt7 och

100 1000

P(100) = e'%% = ¢=7600 "(2)  0.96,  P(1000) = €' = ¢~ 16w "(?) ~ .66
Efter 100 ar aterstar 96% av den ursprungliga méngden radium, och efter 1000 ar aterstar 66%.
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Problem 3.4.26%*

Ett objekt placeras i en frys som haller en konstant temperatur av —5°C. Om objektet kyls ned
fran 45°C till 20°C pa 40 minuter, hur manga fler minuter tar det att kyla ner objektet till 0°C?
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Problem 3.4.26%*

Ett objekt placeras i en frys som haller en konstant temperatur av —5°C. Om objektet kyls ned
fran 45°C till 20°C pa 40 minuter, hur manga fler minuter tar det att kyla ner objektet till 0°C?

Losning: Lat T'(t) vara objektets temperatur ¢ minuter efter att dess temperatur var 45°C.
Med andra ord &r T'(0) = 45 och T'(40) = 20. Hastigheten med vilken temperaturen sjunker ges
av Newton’s law of cooling:

“A hot object introduced into a cooler environment will cool at a rate proportional
to the excess of its temperature above that of its environment.”

(Sida 185 i min upplaga av kursboken.)

Omgivningen utgors av frysen, som har temperaturen —5°C. Hastigheten med vilken objektets
temperatur sjunker, T"(t), ar alltsa proportionell mot skillnaden T'(t) — (—5) mellan objektets
och omgivningens temperatur:

T'(t) = k(T(t) + 5)

for nagon konstant k. Om vi sétter u(t) = T'(¢t) + 5 far vi alltsd begynnelsevirdesproblemet

du
E = k‘u
u(0) = 50

Sjilva differentialekvationen har 16sningen u = Ce¥* och begynnelseviirdet ger oss virdet pa C:
50=u(0)=Ce’=0C, = u(t) = 50ert.

Vi kan dessutom lista ut k eftersom vi vet temperaturen efter ¢ = 40 minuter:
40k 25 1
25 = u(40) = 50e = 40k:1n% = k= —lni =——1In(2).

Nu kan vi allt om funktionen u(t) och det ar dags att 16sa uppgiften. Vi vill berdkna den tid ¢
for vilken temperaturen T'(t) = 0, det vill séga u(t) = 5. Vi far att

5=u(t) = 50ef = t—ln— ==

1 In(1/10)
50 k In

1
In 0 = —40(/2) ~ 132.88 minuter.

Temperaturen ges alltsa av funktionen

In(2)t

T(t) =wu(t) —5=50e” 40 —5,

och det tar ytterligare ca. 132.88 — 40 = 92.88 minuter att kyla ned objektet till 0°C.
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t (minuter)
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Problem 7.9.6
Lo6s den separabla ekvationen

X .
— = €"sint.

dit
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Problem 7.9.6

Lo6s den separabla ekvationen
& esint
dt '
Losning: Vi flyttar 6ver alla z till vansterledet och alla ¢ till hogerledet,
e ¥ dx =sint dt

och integrerar pa bada sidor:
/e_x dx:/sintdt — —e ® = —cost+C.

Multiplicera bada sidor med —1 och ta logaritmen pa bada sidor. Det foljer att*

x(t) = —In(cost + C).

4Man kan tycka att svaret borde vara x(t) = —In(cost — C), men eftersom konstanten C' &r godtycklig s&
spelar dess tecken ingen roll och vi foredrar plustecken.
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Problem 7.9.16*
Lo6s den separabla ekvationen

dy
dx+ ey=e
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Problem 7.9.16*

Lo6s den separabla ekvationen

dy
— + 2%y = €.
dx+ ey=e

Losning: Vi flyttar 6ver alla y till vinsterledet och alla z till hogerledet,’

dy
— =e(1-2 = dy =e€e” d
¢ 1-2y [ gy W= du,
och integrerar pa bada sidor:
/ ! d /“d = 11 1—-2yl=e"+C
= —— n —_ = .
Y Yy e dz 5 yl=e

Notera absolutbeloppet i vénsterledet. Om vi nu exponentierar bada sidor far vi relationen
1—2y|=e2%C = 1-2y=4e2+C

_1 1 —2€I+C_1 1 C —2e® __ 1 —2e”
= y—2:|:2e —2+:|:e e —2+De ,

dar vi har satt D = :i:%ec. Svaret ar saledes

1 @
= -+ De .
Y 2+ e

Konstanten C som vi fick tidigare kan anta vilket varde som helst. En omedelbar konsekvens ar
att konstanten D = —&—%ec kan anta vilket positivt varde som helst, och konstanten D = —%ec
kan anta vilket negativt varde som helst. Dessutom kan vi testa vad som hander om D = 0, dvs.
om y = % Da blir

Y 4 gery — 04267t —ev

dx+ e’y =0+ 62—6,

say = % ar ocksa en 16sning pa ekvationen; anledningen varfor vi inte fann denna l6sning tidigare
ar att metoden vi anvande kravde att uttrycket ﬁ existerar, vilket inte stammer om y = %
Resultatet av denna diskussion ar att vardet pa konstanten D inte spelar nagon roll, funktionen

1 x
— D728
Y 2-1— e

16ser ekvationen for alla varden pa D.

5Ekvivalensen utgar fran att uttrycket ﬁ existerar, dvs att y # % Mer om detta i slutet av 16sningen.
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Problem 7.9.18

Lo6s begynnelsevardesproblemet

d
ﬁ + 322y = 2?
y(0) =1
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Problem 7.9.18

Lo6s begynnelsevardesproblemet

d

Y + 322y = 2?

dzx
y(0) =1

Losning: Vi borjar med att separera variablerna,®

dy 9 2
— = 1— dy =2*d
P x*( 3y) S =3y y=a° dz,
och integrera bada sidor:
1 1 1
dy = 2d ——In|l -3y|=-2*+C.
/ 1—3y Y /x v — 3 o] vl 3¢

Det foljer att |1—3y| = e’x3+c, vilket later oss 16sa ut y pa samma sétt som i foregaende uppgift:
J Y

11 1 1 s 1 s
:7i7—m+C’:7 iic —z° _ De™%
Y7373 3+( 3e>e g tPe

dér vi har satt D = j:%ec. Begynnelsevérdet ger i detta fall ett specifikt virde pa konstanten:
1:y(0):§+D = D=-

sa 10sningen &r alltsa

6Denna gang antar vi att y # %
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Ovningstillfille 3.2
Problem 3.7.4

Hitta den allménna I6sningen till differentialekvationen

4y" — 4y’ — 3y =0.
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Problem 3.7.4

Hitta den allménna losningen till differentialekvationen
4y — 4y’ — 3y =0.
Losning: Vi vill undersoka om ekvationen har en 16sning pa formen y = e"t. I s fall ar

0=4y" — 4y’ — 3y
—4 (ert)” _4 (ert)' _3 (ert)
= dr?e™ — dre™ — 3e™ = (41 — 4r — 3)e".
Om en produkt forsvinner (dvs. &r lika med noll), sa maste minst en av faktorerna i produkten

forsvinna, vilket alltsa innebér att 4r2 — 4r — 3 = 0 och/eller €™ = 0. Men en exponential som
e™ kan inte férsvinna, s& det maste vara polynomet som forsvinner:

472 —4r —3 =0, = r2—r—z:0.

For att hitta 1osningar y = e"* pa differentialekvationen behover vi alltsd bara finna polynomets
rotter, vilket vi kan géra med PQ-formeln eller valfri annan metod:

2

1 1 3 1 1 3
T'—i:l: (2> —<—4)2i\/I = 7"1——57 o = —.
Vi har med andra ord funnit de tva lésningarna

1t

3
y:e_2 ot

och y=e2".
Ekvationen ar dessutom linjar, vilket innebar att alla linjarkombinationer

Y= Ae 2! + Be?!

ar losningar. Faktum ar att samtliga 16sningar kan skrivas pa denna form, det finns inga andra
16sningar. Den som vill férsoka bevisa detta faktum kan ta sig en titt pa Problem 3.7.18 i boken.
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Problem 3.7.14

Lo6s begynnelsevardesproblemet

y” + 10y’ +25y =0
y(1) =0
y'(1) =2
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Problem 3.7.14
Lo6s begynnelsevardesproblemet
y” + 10y’ +25y =0
y(1) =0
y'(1) =2

Losning: Precis som i foregadende uppgift soker vi efter 16sningar pa formen y = e". Vi far att
0=1y"+10y + 25y =

= ()" +10 (") +25 () =

=r%e" 4 10re" + 25e™ = (r? + 10r 4 25)e™,
vilket, enligt samma logik som i féoregaende uppgift, implicerar att polynomet forsvinner:

0=7r%410r + 25 = (r + 5)2.
Detta polynom har den enda roten r = —5. Den allménna lésningen ar darfér pa formen
y = Ae™ ' + Bte .

For att forsta varifran koeffcienten Bt kommer, se CASE II i borjan av sektion 3.7 i kursboken.

Om uppgiften bara hade varit att 16sa differentialekvationen y” + 10y’ + 25y = 0 sa hade vi varit
klara nu. Uppgiften ber oss dock inte att hitta den allmdnna 16sningen, men den specifika 16sning
som dessutom uppfyller begynnelsevillkoren y(1) = 0 och 3/(1) = 2. Dessa villkor kommer ge oss
specifika varden pa koefficienterna A och B. For att hitta dessa varden sa berdknar vi derivatan
av den allménna 16sningen,

y = —5Ae " + (1 — 5t)Be™™
och sétter sedan in ¢ = 1 i vara uttryck for den allménna losningen och dess derivata:
0=y(1)=Ae >+ Be®=(A+B)e™®
2=1y(1) = —54e™® —4Be 5 = (-5A —4B)e™®
Viénsterledet i respektive rad dr det virde som uppgiften séger att losningen/derivatan ska anta,
medan hogerledet ar det varde vi faktiskt far nér vi sétter in ¢ = 1. Allt vi behover gora nu ar

att finna de koefficienter A och B for vilka vinster- och hogerleden sammanfaller, vilket innebér
att vi behover 16sa ekvationssystemet:

A+B=0
—5A — 4B = 2¢°
Den forsta ekvationen séger att B = —A, och om vi nu ersétter B med —A i den andra ekvationen

sa far vi relationen
—5A+4A =2 <— A= -2

Alltsa &r B = —A = 2¢°, s3 losningen pa vart begynnelsevirdesproblem &r

y = —2e 20N 4 9pe™5071 — 9(¢ — 1)),
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Problem 3.7.24*
Lo6s begynnelsevardesproblemet
y'+4y =0
y(0) =
y'(0) =5

Bestam losningens vinkelfrekvens, frekvens, period och amplitud.
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Problem 3.7.24%*

Lo6s begynnelsevardesproblemet

y'+4y =0
y(0) =2
y'(0) =5

Bestam l6sningens vinkelfrekvens, frekvens, period och amplitud.
Losning: An en gang testar vi att ansitta y = e, vilket ger ekvationen
0= y// +4y _ (e'rt) +4(ert) _ 7‘26Tt +46M — (7,2 +4)€Tt.

Den resulterande andragradsekvationen 7244 = 0 ir pa formen ar?+br+c = 0 for koefficenterna
a=1,b=0, c =4. Eftersom b?> — 4ac = —16 < 0 befinner vi oss den situation som boken kallar
Case III, och 16sningen ar dirfor pa formen”

y = Acos(wt) + Bsin(wt),
for nagra konstanter A, B och nagon vinkelfrekvens w. Notera att
y" = —w?Acos(wt) — w?Bsin(wt) = —w?y, = Y +wly =0,

fran vilket vi drar slutsatsen att w? = 4. Detta skulle kunna innebéra antingen att w = —2 eller
att w = +2 men det visar sig att bada alternativen ger upphov till exakt samma 16sning, sa
det spelar ingen roll vilket alternativ vi véljer. Av ren konvention véljer vi darfor den positiva
vinkelfrekvensen w = 2. Begynnelsevillkoren séger oss dven att

2=1y(0) = Acos(0) + Bsin(0) = A*x1+ B0 = A4,
-5 =19'(0) = —wAsin(0) + wBcos(0) = —wA*x0+wB*1=wB = 2B,

vilket innebéar att A =2 och B = fg. Den allménna l6sningen ar saledes
5
y = 2cos(2t) — 3 sin(2t).

Definitionerna av de fyra kvantiteterna som vi ska beréikna star i slutet av Sektion 3.7 i kursboken,
den del som handlar om harmonisk rorelse. Jag rekommenderar er varmt att lasa denna sektion
och forsoka forsta inneborden hos de fyra termerna, de ar viktiga savél inom fysik som inom kemi
och manga andra omraden; den sa kallade harmoniska oscillatorn ar troligen en av de viktigaste
modellerna inom modern naturvetenskap.

e Amplituden ir R = /A2 + B2 = /4 + 25/4 = \/41/2.

e Vinkelfrekvensen ar w = 2.

e Perioden ar T = %“ = %’T = .

e Frekvensen ar 1/T = 1/7.

"Méjligen 6verkurs: Denna metod skiljer sig fran tidigare losningars metod déarfor att polynomet 72 + 4 har
komplexa rotter. Det gar visserligen att 16sa differentialekvationen &ndéa, med precis samma metod som i tidigare
uppgifter, och fa en 16sning pa formen

y=Ce"' + De™,
dar rq1, ro ar polynomets komplexa rotter: 71 = x1 + 4y och ro = 3 + iy2. Via Eulers identitet,
et = cos(wt) + isin(wt),

kan man sedan skriva om denna komplexa 16sning pa formen vi anvénder: y = A cos(wt)+ B sin(wt). Boken tar helt
enkelt en genvag och gar omedelbart till denna alternativa form pa losningen, sa man slipper géra omskrivningar.
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Problem 19.6.4
Finn den allménna l6sningen pa differentialekvationen
xT

y//+y/_2y:e

via metoden om obestamda koefficienter.
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Problem 19.6.4

Finn den allménna l6sningen pa differentialekvationen
Yty -2y =e (4)

via metoden om obestamda koefficienter.

Losning: Denna ekvation ar en linjér, ickechomogen differentialekvation. Kom ihag, fran bokens
kapitel 18.6, att den allménna I6sningen kan skrivas som summan y = y, + yp, av en godtyckligt
vald partikuldrlésning y,, och den allménna l6sningen y; pa den homogena motsvarigheten av
samma ekvation. Vi borjar med att 16sa den homogena ekvationen

Y+ Yh — 2un = 0. (5)
Nar vi ansétter v, = e”* far vi, precis som i tidigare uppgifter, en polynomekvation:
Pr—2=0 <= (r4+2)r—1=0 <<= r=-2 =1,

vilket ger de tva losningarna y;, = e~2% och y;, = €®. Den allmiinna lésningen pa den homogena,
linjdra ekvationen (5) &r saledes linjarekvationen

yn = Ae® + Be %%,

Metoden om obestdmda koefficienter, som uppgiften ber oss anvanda, handlar egentligen bara om
att gora en kvalificerad gissning om hur 16sningen skulle kunna se ut. Vi noterar att hogerledet
i den inhomogena ekvationen ar e”, vilket indikerar att var partikularlosning ocksa skulle kunna
innehalla en faktor e*. Vi provar att ansatta

yp = Cze®. (6)
Om vi matar in den hér funktionen i differentialekvationens vénsterled sa far vi ndmligen
Yy + 1y, — 2yp = (2Ce® + Cae®) + (Ce® + Cxe”) — 20e” = 3Ce”.

Hogerledet ska vara lika med e®, sa vi far en partikuldrlosning om vi sétter C' = % Den allmanna
I6sningen pa den inhomogena ekvationen ar saledes summan

1
Yy=yYp+yn= ga:ez + Ae” + Be ",

Overkurs: En av de vanligaste fragorna nar man studerar differentialekvationer &r Hur vet vi att
det inte finns dnnu fler l6sningar? Hur vet vi att var l6sning ar den allmdnna I6sningen? Detta
ar en mycket bra och hogst befogad fraga som tyvérr ar svar att besvara i vissa fall, eftersom
svaret kan krava avancerad matematik. Néar man laser sin forsta kurs om differentialekvationer sa
brukar man ldra sig en uppséattning standardlésningar och bara bevisa nagra allménna lésningar.
Nér det géller just Problem 18.6.4. sa kan vi faktiskt bevisa att 16sningen som vi fann ar allmén:

Antag att ¥ + y' — 2y = e” och skriv om den allménna 16sningen pa formen y = g(z)e® for
nagon hittills okénd funktion g. Vi kan alltid géra denna omskrivning genom att multiplicera
och dividera den allménna losningen med e”:
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Om vi matar in denna 16sning i differentialekvationen sa far vi relationen
y' +y =2y = [g"(2) +29'(2) + g(2)]e” + [¢'(x) + g(@))e” — 2g(x)e” = €,
vilken vi kan skriva om som
[g"(x) + 3¢ (x)]e” =e* = g¢'(x)+3¢(2x)=1 <= ¢'(x)+3g(x)=z+C
Differentialekvationen ¢’ + 3g = x + C loses av

x C 1
=De ¥+ -4+ —=
9(x) e ts Ty Ty

s& den allménna lésningen y = g(z)e® till den ursprungliga ekvationen ar

c 1 1
+ — - ) e = Zxe® + Ae® + Be 2,

— *— (D -3z {

dar vi har satt A = % — sz och B=D.

1
9
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Problem 19.6.12
Finn den allménna l6sningen pa den ickehomogena ekvationen

xT

y'+2 +y = e

via metoden om obestdmda koeffcienter.
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Problem 19.6.12
Finn den allménna l6sningen pa den ickehomogena ekvationen

xT

y”—l—2y'—|—y=:ce_
via metoden om obestdmda koeffcienter.

Losning: Vi borjar aterigen med att 16sa den homogena ekvationen
1 /
yh+2yh+yh =0.
Nér vi matar in den vanliga ansatsen y, = € i hogerledet sa far vi relationen
(FP+2r+1)e =0 <<= r?4+2r4+1=0 <= (r+1)?>=0 = r=-1,
vilket ger den allménna losningen

yn = (C1 + Caz)e™ .

Hogerledet 1 den inhomogena ekvationen ar ett polynom x multiplicerat med e~%, sa lat oss leta
efter en partikuldrlésning pa samma form: ett polynom ganger e~*. Vi behover inte bry oss om
termer av grad 0 och grad 1 eftersom den homogena 16sningen y;, redan innehaller sana termer,

sa vi begransar oss till termer av lite hogre grad:
y = (Az® + Bz?*)e™™,

Om vi inte skulle hitta en partikularlosning pa ovanstaende form sa skulle vi kunna prova termer
av grad 4, grad 5, etc. men i detta fall visar sig grad 3 vara tillrackligt. For detta polynom ger

Az + BxQ)ef‘r

y=(
y = (342 +2Bx)e ™" —y ™
y' = (6Ax 4+ 2B)e™ — (3Ax? + 2Bx)e " —y =
= (6Az +2B)e " — 2y —y

vilket ger relationen

y' + 2 +y= ((GAJU +2B)e " -2y — y) +2y +y=(6Ax +2B)e”".
Vi vill nu hitta varden pa koefficienterna A, B sa att uttrycket ovan sammanfaller med hogerledet
xe~* i den ickehomogena ekvationen. Termen 6 Az maste alltsa bli z medan termen 2B maste

férsvinna, sa vi drar slutsatsen att A = % och B = 0. Vi far med andra ord partikuldrlésningen

1 —x
Yp = 6.2336

)

och den allménna 16sningen

1 1
Y=Ypt+yn= 63:36*” +(C1 + Cox)e ™™ = <6x3 + Chx + Cl) e .
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évriga uppgifter
Problem 2.10.8

Berdkna den indefinita integralen

/1—|—cos3x
— dx
cos? T
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Problem 2.10.8

Berékna den indefinita integralen
/ 1+ cos®z d
— dz

cos? x

Losning: Uppgiften dr med andra ord att berdkna en primitiv funktion till f(z) = 1+C°§3 L. Ett

cos< T
sitt ar att hitta 16sningen &ar att dela upp funktionen i tva delar,

1+ cos® z 1 cosd x

flx) = = + = + cosx
() cos? z cos?2z  cos?xz  cos?z ’

1

1 d
cos?2x ~ dx tan .

och anvanda en lista 6ver derivator av trigonometriska funktioner for att se att
Det foljer att

1 -3 1
/M dmz/ +cosz do = tana + sinx + C.
cos? z cos? x
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Problem 2.10.26

Anvénd trigonometriska identiteter som

sec?z =1+ tan?z,
sin(2z) = 2sinz cos x,
cos(2x) = 2cos’z — 1 =1 —2sin’z

/ sin? z dz

for att berdkna den indefinita integralen
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Problem 2.10.26
Anvénd trigonometriska identiteter som

sec?z =1+ tan?z,
sin(2z) = 2sinz cos x,
cos(2x) = 2cos’z — 1 =1 —2sin’z

/ sin? z dz

Losning: Lat oss anvénda den sistndmnda identiteten, som kan skrivas om pa formen

for att berdkna den indefinita integralen

: 1—cos(2z) 1 cos(2z)
2 = — L = — —
sin” z 5 5 5

Det foljer att
in(2
z  sin(2z) Lc

sin’z dz = 1 — 00s(2) dr = =
2 2 2 4
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Problem 5.3.6.

Betrakta funktionen
f(z) = cosuz, x € [0,2m].

Partitionera intervallet i n = 4 stycken lika stora delintervall P,, av lingd 27/n. Utvéirdera den
lagre Riemann-summan L(f, P,) och den 6vre Riemann-summan U(f, P,,).
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Problem 5.3.6.

Betrakta funktionen
f(z) = cosuz, x € [0,2m].

Partitionera intervallet i n = 4 stycken lika stora delintervall P,, av lingd 27/n. Utvéirdera den
lagre Riemann-summan L(f, P,) och den 6vre Riemann-summan U(f, P,,).

Lo6sning: Vi ér alltsa intresserade av delintervallen
P, =10,7/2], P, =[r/2,7], Ps = [m,3m/2], P, =[37/2,2m].

Vi har plottat funktionen f(x) = cos(z) och de fyra delintervallen i Figur 15. Vi ser tydligt att
funktionen antingen Okar eller minskar pa varje delintervall, vilket innebér att minimipunkterna
och maximipunkterna finnes i delintervallens &ndpunkter:

Pll 11271'/2, u1=O

PQZ 12:7T, UQ:’/T/Q
Pg: 13:71', U3:37T/2
P4Z 14:37'(/2, ’LL4:27T
Eftersom alla delintervall har samma lingd Az = %TW = 5 far vi den ligre Riemann-summan

4
L(f, P,) = Zcos(li)Ax = (COS(W/Q) + cos(m) + cos(m) + cos(37r/2))Am =

™

—(0-1-1 0)
( +0)5

,

och den 6vre Riemann-summan

4
U(f,P,) = Zcos(ui)Ax = (cos(()) + cos(m/2) + cos(37/2) + cos(27r)>Ax =

i=1

™

2

:(1+0+0+1) .

Figur 15: Grafen till funktionen f(x) = cos(x) indelad i de fyra
delintervallen Py, Py, P3, Py. Vi ser att minimum och maximum for
varje intervall finnes i respektive intervalls &ndpunkter.
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Problem 5.4.6

Utvéardera integralen

/_21(1 —2z) da

genom att tolka integralen i termer av areor.
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Problem 5.4.6
Utvéardera integralen

/_21(1 —2z) da

genom att tolka integralen i termer av areor.
Losning: Vi borjar med att plotta funktionen:

3

Figur 16

Som vi ser kan regionen mellan x-axeln och grafen delas in i tva stycken trianglar A och B.
Integralen 4r summan av dessa tva trianglars areor, men eftersom triangeln B ligger nedanfor
z-axeln kommer dess area att rédknas negativt:

? 3 3
/ (1 —2x) dz = area(A) — area(B) = 11" 0.
-1
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Problem 5.7.28

Berikna arean hos den region R som innesluts av loopen y? = z*(z + 2) och som ligger till
vanster om origo.
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Problem 5.7.28

Berikna arean hos den region R som innesluts av loopen y? = z*(z + 2) och som ligger till
vanster om origo.

Losning: Vi borjar med att sketcha regionen i fraga for att se hur den ser ut. Notera att loopen
utgors av de tva graferna y = ++/2*(2 + z) och y = —/2%(2 + ).

—y=+/2'2+2)

—y=-Vz'2+2) 12

Figur 17

Som vi ser ar regionen symmetrisk kring z-axeln, vilket innebér att halva arean ligger ovanfor
z-axeln och halva arean ligger nedanfor. Det racker darfor att berdkna arean hos den 6vre halvan
och sedan multiplicera med 2:

0 0 2 _
area(R>=2/ mdx=2/ xwmdm:[“ —2t }:
-2 2 2u du = dx
v2 V2
22/ (u2—2)2u*2udu:4/ u® — 4t + 42 du =
0 0

At 4] (YIBB 4B 4B 250v2
7 5 3 o 7 5 3 ) 105

0
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Problem 7.2.12

Betrakta en solid med cirkulér bas av radie r, och antag att samtliga tvarsnittsytor langsmed en
given diameter ar liksidiga trianglar. Berdkna solidens volym.
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Problem 7.2.12

Betrakta en solid med cirkulér bas av radie r, och antag att samtliga tvarsnittsytor langsmed en
given diameter ar liksidiga trianglar. Berdkna solidens volym.

Losning: Vi placerar soliden med centrum i origo och roterar den sa att alla triangelformade
tvarsnittsytor ar parallella med y-axeln, se Figur 18. For varje x i intervallet —r < x < r far vi
en liksidig triangel med basen b = 2y och héjden h = /3y, dér vi har nyttjat att triangeln &r
liksidig. Triangelns tvarsnittsarea ar alltsa

dér vi har anvind cirkels ekvation z2 + 32 = r2. Allt som Aterstar ar att “summera” alla

tvarsnittsareor, det vill sédga integrera over x:

T T 1 T
V= / Al)de=vV3 | r*—22de=V3 |:7°2£L‘ - 3;103] = —r

-r

Figur 18: Bild tagen fran Instructor’s Solution Manual.
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Problem 19.6.6

Finn den allménna l6sningen pa den ickehomogena ekvationen
y// + 4y — .7;2

via metoden om obestamda koeffcienter.
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Problem 19.6.6

Finn den allménna l6sningen pa den ickehomogena ekvationen
y// + 4y — .7;2

via metoden om obestamda koeffcienter.

Losning: Precis som i foregaende uppgift kommer vi berdkna (1) den allménna lésningen yy, pa
den homogena ekvationen, och (2) en partikuldrlosning pa den ickehomogena ekvationen; den
allménna 16sningen pa den ickehomogena ekvationen kan sedan skrivas som linjarkombinationen
Y = Yp + yn. Den homogena ekvationen far vi genom att nollstélla hégerledet:

yp + 4yn, = 0.
Vi vet sedan tidigare (Problem 3.7.24) att den allménna losningen pa denna ekvation &r
yn = C1 cos(2z) + Casin(2z).

Héarnést soker vi en partikulérlosning till den ickehomogena ekvationen, och vi noterar forst och
frimst att hogerledet 22 dr ett polynom; kanske det finns ett polynom y som ldser ekvationen?
I sa fall bor y vara ett andragradspolynom

y = Az® + Bx + C. (8)

Om I6sningen y istéllet hade varit ett tredjegradspolynom, ség, sa skulle termen 4y gora vanster-
ledet ¢ + 4y till ett tredjegradspolynom, och vénsterledet skulle darfor inte kunna vara lika med
andragradspolynomet 2 i hogerledet. Nir vi matar in ansittningen (8) i ekvationen sa far vi
y" +4y = (A2® + Bz + C)" + 4(A2* + Bz + C) =
= 4Ax? + 4Bz + (2A + 40),

och om vi kriver att detta ska sammanfalla med hogerledet 22 s& kan vi lista ut vilka koefficienter

som behovs: Termen 4Ax? ska bli 22, vilket ger koefficienten A = %. Dessutom ska bada termerna

4Bx och 2A+4C = % +4C forsvinna, eftersom vi inte vill ha nagonting mer An z?-termen kvar.
Det foljer att B =0, och C' = —1/8, och vi har déarfor partikulérlosningen

Den allménna I6sningen ar saledes summan

1 1
Y=Yp+yn= 1”32 — g + Cucos(22) + Cpsin(22).
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Uppgifter ur Lay

Ovningstillfille 3.3

Problem 1.1.22 (repetition)

Har de tre planen
r1 4 229 + 23 = 4, Tog —x3 =1, och z1 4 3x2 =0,

nagon punkt gemensamt? Forklara.
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Problem 1.1.22 (repetition)
Har de tre planen
T+ 2z + 3 = 4, To—x3 =1, och z1 + 3z =0,

nagon punkt gemensamt? Forklara.

Losning: Om de tre planen har en punkt (1,22, z3) gemensamt sa maste denna punkt uppfylla
alla tre ekvationer ovan. Med andra ord maste punkten uppfylla ekvationssystemet

I1+21‘2+1173:4

To — T3 — 1 y (9)
1+ 322 =0
vilket vi kan representera pa matrisform:
1 2 1 4
01 -1 1
13 0 0

Varje rad utgors alltsa av en ekvation i ekvationssystemet. Elementen i den forsta kolumnen
representerar koefficienten framfor xq i respektive ekvation, elementen i den andra kolumnen
representerar koefficienten framfoér xo i respektive ekvation, elementen i den tredje kolumnen
representerar koefficienten framfor xs i respektive ekvation, elementen i den fjarde kolumnen
representerar hogerledet i respektive ekvation. Malet &r att radreducera matrisen sa att den far
formen

100 A
010 B|,
001 C

eftersom denna matris representerar ekvationssystemet

.’E1:A
I’QZB.
373:0

Om vi lyckas med detta mal sa kommer z1 = A, o = B, x3 = C 16sa det ursprungliga ekvations-
systemet (9), vilket innebér att punkten (A, B,C) &r en gemensam punkt for de tre planen.

Dags att radreduceral

1 2 1 4 1 2 1 4
01 -1 1| — [Subtrahera forsta raden fran tredje raden} =10 1 -1 1
13 0 0 01 -1 —4

Redan efter detta forsta steg kan vi faktiskt avbryta radreduceringen, eftersom de tva nedersta
raderna i matrisen motséger varandra: Om en punkt (x1, z2,x3) ligger pa alla tre plan sa séger
ovanstaende matris att punkten maste uppfylla bade xo —x3 = 1 och xo —x3 = —4, vilket forstas
inte dr mojligt. Slutsats: De tre planen har inte nagon punkt gemensamt.
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Problem 1.2.4 (repetition)

Reducera matrisen
1 3 5 7
3 56 79
5 7 9 1
till reduced echelon form, det vill sdga trappmatrisform. Ringa in pivotelementen i den ursprung-
liga matrisen och i den slutgiltiga matrisen, och lista pivotkolumnerna.
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Problem 1.2.4 (repetition)

Reducera matrisen
1 3 5 7
3 56 79
5 7 9 1
till reduced echelon form, det vill sdga trappmatrisform. Ringa in pivotelementen i den ursprung-
liga matrisen och i den slutgiltiga matrisen, och lista pivotkolumnerna.

Losning: Néar vi radreducerar, lat oss forst gora oss av med trean och femman i forsta kolumnen,
sa att bara den Gversta ettan kvarstar. Sedan gor vi oss av med sjuan langst ned i andra kolumnen.

1 3 5 7
3 5 7 9 {Subtrahera 3 * forsta raden fran den andra raden}
5 7 9 1
1 3 5 7

~ |0 -4 -8 -12 {Subtrahera 5 x forsta raden fran den tredje raden}
5 7 9 1
1 3 5 7

~ [0 -4 -8 -—12 {Subtrahera 2 x andra raden fran den tredje raden}
0 -8 —16 —34
(1 3 5 7]

~ |0 -4 -8 —12 [Dividera andra raden med —4 och sista raden med —10}
0 0 0 —10]
(1) 3 5 7]

~10 (O 2 3]
[0 0 0 (D]

Vi har ringat in pivot-elementen. Da vi inte arrangerade om nagra rader under radreduceringen,
finnes pivot-elementen i den ursprungliga matrisen pa exakt samma positioner:

1 3 5 71
3 (B5) 7 9
5 7 9 (D

Pivot-kolumnerna ar precis de kolumner som innehaller pivot-element, det vill sdga forsta, andra
och fjarde kolumnen.

Vi avslutar med en observation. Precis som i foregaende uppgift kan den ursprungliga matrisen
tolkas som ett ekvationssystem

lzy + 329 + 523 =7
> 3x1 4+ 5x0+Tx3 =9

5.(81 + 71‘2 +9$3 =1

Ut W =
~N Ot W
O© 3 Ot
= © 3

och syftet med att radreducera, syftet med att Gverfora matrisen pa reducerad triangelmatrisform,
reduced echelon form, &r att den reducerade matrisen 16ser ovanstaende ekvationssystem:

1.%1 + 3£E2 + 51’3 =7

Oxl + 1.’,E2 + 2933 =3

0z1 + 0x9 + 03 =1

OO =
O = W
O N Ot
— W
0
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Den nedersta ekvationen séager oss att 0 = 1, vilket forstas dr omdjligt. Ekvationssystemet ar
alltsa inkonsekvent och har inte nagon 16sning.
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Problem 1.2.13 (repetition)

Finn den allménna 16sningen pa ekvationssystemet som motsvarar matrisen

1 -3 0 -1 0 =2
o 1 0 0 -4 1
0 0 0 1 9 4
0 0 0 O 0 0
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Problem 1.2.13 (repetition)

Finn den allménna 16sningen pa ekvationssystemet som motsvarar matrisen

1 -3 0 -1 0 =2
o 1 0 0 -4 1
0 0 0 1 9 4
0 0 0 O 0 0

Losning: Ekvationssystemet i fraga ar

lzy — 3zo + 03 — 1oy + 05 = —2
Ox1 + laxg + 0x3 + 0xy —4o5 =1
Ox1 + 0x2 + 0x3 + 1z4 + 925 = 4
Ox1 + 0x2 + 0x3 + Oz4 + Ox5 =0

)

vilket vi kan skriva pa den enklare formen

I1—3$2—CC4:—2
o — 4335 =1
T4+ 925 =4
Variabeln x3 tillats ha vilket virde som helst eftersom den inte férekommer i ekvationssystemet.

Notera dven att om vi fixerar vardet pa x5 s& kommer virdena pa variablerna x1, xo och x4 vara
helt bestdmda, eftersom®

T4 =4 — 9z;5

ro =1+ 4xs

Ty =30+ x4— 2= .
=3(1+4z5)+(4—9z5) —2 =

=5+ 3x5
Den allménna 16sningen ar darfor
T = 5+ 3.%5
xo =1+ 4xs

x3 fri variabel
x4 =4 —9x5

x5 fri variabel

8Vi hade dven kunnat fixera virdet pa x4, i vilket fall virdena pa x1, x2 och x5 hade varit helt bestimda.
Huvudsaken &r att vi har tva fria variabler.
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Problem 1.3.8

Anvind féljande figur for att skriva vektorerna w, @, y och z som linjirkombinationer av de tva
vektorerna u och v. Ar varje vektor i R? en linjirkombination av u och v?

Figur 19: Bild tagen fran sida 32 i kursboken Linear Algebra and Its Appliations av Lay.

122



Ovningstillfille 3.3 MVE}65

Problem 1.3.8

Anvind féljande figur for att skriva vektorerna w, @, y och z som linjirkombinationer av de tva
vektorerna u och v. Ar varje vektor i R? en linjirkombination av u och v?

Figur 20: Bild tagen fran sida 32 i kursboken Linear Algebra and Its Appliations av Lay.

Losning: Om vi befinner oss i punkten v (det vill sdga vid spetsen av vektorn v) och vill ta
oss till punkten w sa kommer vektorn u — v att ta oss dit, eftersom v + (u — v) = u (Figur
21). Om vi istéllet vill ta oss fran punkten v till punkten w sa behdver vi ga i motsatt riktning,
vilket innebér att w =v — (u —v) =v+ (v —u) = 2v — u.

Figur 21
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Om vi fortsétter forbi w till korsningspunkten mellan vektorerna x och y, och sedan gar snett
nedat parallellt med v, sd kommer vi till vektorn x (Figur 22). Detta innebéar att

z=v+2v—u)+(—v) =2(v —u)

ey
2,

Pa samma sétt nar vi vektorn y (Figur 23):

1 7
y:v+2(’v—u)—|—§v:§v—2u.

Figur 23
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Den sista vektorn z ar dnnu enklare att na (Figur 24):

i

Figur 24

Sammanfattningsvis har vi relationerna
w=2v—u
T =2v—2u
7 .
=—v—2u
Y=3
z=4v —3u

Den sista fragan dr huruvida varje vektor i R? kan skrivas som en linjirkombination av u och wv.

Svaret pa denna fraga ar Ja, eftersom de tva vektorerna &ar linjdrt oberoende. Vi kommer snart
ldra oss mer om detta begrepp.
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Problem 1.3.12

Betrakta vektorerna

1 0 2 )
a; = —2 s as = 5 y as — 0 y b= 11
2 ) 8 —7

Avgor huruvida b kan skrivas som en linjarkombination av a1, as och as.

126



Ovningstillfille 3.3 MVE}65

Problem 1.3.12

Betrakta vektorerna

1 0 2 )
a; = —2 s as = 5 y as — 0 y b= 11
2 ) 8 —7

Avgor huruvida b kan skrivas som en linjarkombination av a1, as och as.

Losning: Det finns flera séatt att 16sa denna uppgift, man kan exempelvis stélla upp problemet
som ett linjart ekvationssystem: Vi vill finna konstanter x1, zo, x3 sadana att

1 0 2 -5
T1a1 + r2as + x303 = b — Ty | —2| +22 |5 +23 |0] = |11

2 5 8] |7
[ I.Tl —+ 01‘2 —+ 21’3 —
< —2{E1 +5(E2+0(E3 = 11
| 221 + 5z + B3 —

r1 + 223 )
> —2x1 + 5xo =11
i 2x1 4+ dx9 + 8x3 -7
T + 213 = —5
> —2x1 + bz =11
2z1 + bxy + 8x3 = -7

och vi kan 16sa detta ekvationssystem genom att radreducera motsvarande matris:

(1 0 2 -5
-2 5 0 11 [Addera 2 * forsta raden till andra raden}
|2 5 8 -7
[1 0 2 —5]
~ [0 5 4 1 [Subtrahera 2 x forsta raden fran tredje raden}
2 5 8 —T7]
[1 0 2 —5]
~ 10 5 4 1
0 5 4 3|

De tva nedersta raderna siger oss att Sxo + 4x3 = 1 och bxo 4+ 4x3 = 3. Eftersom dessa tva
ekvationer inte kan vara uppfyllda samtidigt, drar vi slutsatsen att b inte kan skrivas som en
linjarkombination av a1, as och as.
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Problem 1.3.18%*

Lat
1 -3 h
vi=|0], vo=|1], y=|-5
-2 8 -3

For vilka varden pa h ligger vektorn y i planet som genereras av v; och vy?

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 1.3.18 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.
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Problem 1.3.18%*

Lat
1 -3 h
vi=|0], vo=|1], y=|-5
-2 8 -3

For vilka varden pa h ligger vektorn y i planet som genereras av v; och vy?
OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 1.3.18 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.

Losning: Vektorn y ligger i planet genererat av v; och ve om och endast om vektorn y kan
skrivas som en linjarkombination av v; och vs:

xr1 — 3.132 =h
Y = T1V1 + T202 < To = —5H
—2.’21 + 8152 =-3

Lat oss attackera problemet precis som i forra uppgiften, genom att radreducera féljande matris:

1 -3 h
0 1 -5 {Addera 2 x forsta raden till den tredje raden}
-2 8 =3
(1 -3 ho ]
~ (0 1 ) {Subtrahera 2 x andra raden fran den tredje raden}
0 2 2h—3]
[1 -3 h ]
~ 10 1 -5
0 0 2h+T7]

Denna matris motsvarar ekvationssystemet

1 —3x9=h 21 =h+ 32>
Ty =—5 — Tz =—5
0=2h+7 he_'
2
Vektorn y ligger alltsa i planet genererat av v, och vy om h = —%, och i sa fall ar

7 37
Y = X101 + ToV2 = (—2 + 3 % (—5)> v; — Hvg = —?111 — b5vs.
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Problem 1.4.18
Lat

-2

N = W

MVE/65

-2 2
1 -5
-3 7
2 -1

Spénner kolonnerna hos B rummet R*? Har ekvationen Bx = y en 16sning for varje y € R*4?
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Problem 1.4.18

Lat
1 3 -2 2
0 1 1 -5
B= 1 2 -3 7

-2 -8 2 -1
Spénner kolonnerna hos B rummet R*? Har ekvationen Bx = y en 16sning for varje y € R*4?

Losning: De tva fragorna dr ekvivalenta, om svaret pa den ena fragan ar Ja sa ar svaret pa den
andra fragan Ja och vice versa. Om kolonnerna By, By, B3, B4 hos matrisen B spénner rummet
R*, s& betyder detta (per definition) att varje vektor y kan skrivas som en linjirkombination

1 3 —2 2
0 1 1 -5
y=uBit @Byt By taaBa=a1 | | | faz |, | fas | g taa| | =
-2 -8 2 -1
lzy + 320 — 223 + 224 1 3 -2 2 X1
0x1 + lxg + 1laxg — 514 . 0 1 1 -5 To| B
1y 4 229 — 323 + T2y 1 2 -3 7 z3| ’
72171 — 81’2 + 2$3 - 1584 -2 =8 2 -1 Ty

vilket innebér att varje vektor y kan skrivas pa formen y = Bzx. Ett liknande argument visar
implikationen i andra riktningen, dvs. att om varje vektor y kan skrivas pa formen y = Bx sa
spanner kolonnerna hos matrisen B rummet R*.

Det rédcker alltsa att besvara en av fragorna - vi véljer den andra: Huruvida varje vektor y kan
skrivas som en 16sning pa ekvationen y = Bx. Detta &r ett linjart ekvationssystem

T1 + 3x9 — 2w3 + 224 = A
To+ T3 —dry =B

1z + 320 — 223 + 224
0xq1 + 1laxg + 13 — By

TQw

_ o ,
1oy 4+ 229 — 3x3 + T4 21+ 229 — 3x3+ T2y = C
_2371 - 81‘2 + 2333 - 1']:4 721‘1 — 81’2 + 21’3 — Ty = D
dar vi har satt
A
B
Y= C
D

for att betona att elementen i vektorn y antas vara kdnda. Idén ar alltsa att vi forst fixerar en
valfri vektor y och sedan forsoker hitta en vektor & sadan att y = Bx, och fragan ar huruvida det
gar att hitta en sadan vektor x oavsett vilken vektor y vi har valt. Ovanstaende ekvationssystem
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kan i vanlig ordning 16sas genom att radreducera:

s}
N — W

—

an

[Subtrahera forsta raden fran den tredje raden]

|
w
-
QT

~ [Addera andra raden till tredje raden}

1 3 -2 2 A
0 1 1 -5 B
“lo o 0 0 C-A+B
-2 -8 2 -1 D

Den tredje raden sidger att om vektorn

@
I
QW

ska kunna skrivas pa formen y = Bx sa maste den uppfylla ekvationen C' — A+ B = 0. Det
finns odndligt manga vektorer som inte uppfyller denna ekvation, exempelvis vektorn

— = = e

sa svaret dr att inte alla vektorer kan skrivas pa formen y = Bx.

Anmarkning: Vi hade inte behdvt ha med vektorn y langst till hoger i matrisen som vi
radreducerade, det hade réckt att radreducera den ursprungliga matrisen B. Om man kan
reducera en kvadratisk matris B till reducerad trappmatrisform med enbart ettor i diagonalen,

17 77
o1 7?7 7
00 1 ?7)°
0 0 01

sa &r svaret pa fragan Ja, varje vektor y kan skrivas pa formen y = Bx. Om den radreducerade
matrisen daremot har en rad som bara innehaller nollor sa ar svaret pa fragan Nej.
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Problem 1.4.36%*

7 3 6
u= 2|, v= |1, w= |1
5 3 0

Man kan visa att 3u —5v —w = 0. Anvénd detta faktum (och inga radoperationer) for att hitta
konstanter x; och o som uppfyller ekvationen

7 3
e
5 3| ™2

SO = O
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Problem 1.4.36%*

7 3 6
u= 2|, v= |1, w= |1
5 3 0

Man kan visa att 3u —5v —w = 0. Anvénd detta faktum (och inga radoperationer) for att hitta
konstanter x; och o som uppfyller ekvationen

7 3 . 6

2 1 { 1] =|1]. (10)
0

Losning: Vi borjar med att utfora matrismultiplikationen i ovanstaende ekvation:

= 21’1+1$2 y

T 3], Tx1 + 3o
2 1 {1}
511 + 312

5 3| "2

och vi véljer nu att skriva om denna vektor som en linjarkombination:

Tr1 + 324 7 3
201 + lao | =21 |2 + 22 |1]| = 21U + 290.
5x1 + 3x2 5 3

Den ursprungliga ekvationen (10) kan nu formuleras som
11U + T2V = W,

vilket leder oss direkt till svaret 1 = 3 och 9 = —5, eftersom vi vet att 3u — 5v — w = 0.
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Ovningstillfille 4.1

Problem 1.5.6

Skriv I6sningsméangden for det homogena ekvationssystemet

x1+ 3x9 —bx3 =0
T+ 4r9 — 8x3 =0
—3x1 — Tz 4+ 923 =0

pa parametrisk vektorform.
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Problem 1.5.6

Skriv 16sningsméngden for det homogena ekvationssystemet

MVE/65

pa parametrisk vektorform.

£L’1+3(£2*5.’£3:0
T, +4xs — 8x3 =0
—3x1 — T2+ 923 =0

Losning: Malet ar att skriva losningen pa formen @ = p+wvx dér x ar en fri variabel. Ekvations-
systemet kan representeras genom foljande matris och som vanligt 16ser vi ekvationssystemet
genom radreducering:

[ 1 3 -5 0 _
1 4 -8 0 Subtrahera forsta raden fran den andra raden}
-3 -7 9 0 ”
[ 1 3 -5 0 _
~ |0 1 -3 0 Addera 3 * forsta raden till den tredje raden}
-3 -7 9 0] -
[1 3 -5 0] i
~ 01 =3 0 Subtrahera 2 % andra raden fran den tredje raden]
0 2 -6 0] )
[1 3 —5 0] i
~ 01 =3 0 Subtrahera 3 * andra raden fran den forsta raden]
00 0 0] )
[1 0 4 0]
~ 10 1 =3 0
00 0 0]
Ekvationssystemet lyder nu
= —4x
r1 +4x3 =0 o 8
= Ty = 3x3
Ty — 3.1‘3 =0 . .
x3 fri variabel
vilket innebéar att 16sningen har formen
I —4$3 —4
x=|x2| = | 3x3 | = | 3 | x3.
I3 1333 1

Losningens parametriska vektorform &r alltsa

—4
z=|3 |z
1
0 —4
dvs. p= [0| ochv= | 3
0 1
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Problem 1.6.6

Nér l6sningar av natriumsulfat och bariumnitrat blandas, formas bariumfosfat och natriumnitrat.
Den obalanserade ekvationen ar

NagPOy, + Ba(NO3)2 — Ba3(PO4)2 + NaNOg

For var och ett av dessa fyra &mnen, konstruera en vektor som listar antalet natrium-, fosfor-,
syre-, barium- och kvéaveatomer. Anvéand sedan dessa vektorer for att balansera ekvationen.
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Problem 1.6.6

Nér l6sningar av natriumsulfat och bariumnitrat blandas, formas bariumfosfat och natriumnitrat.
Den obalanserade ekvationen ar

NagPOy, + Ba(NO3)2 — Ba3(PO4)2 + NaNOg

For var och ett av dessa fyra &mnen, konstruera en vektor som listar antalet natrium-, fosfor-,
syre-, barium- och kvéaveatomer. Anvéand sedan dessa vektorer for att balansera ekvationen.

Losning: Det forsta &mnet, natriumfosfat, innehaller
e 3 st natriumatomer,
e 1 st fosforatom,
e 4 st syreatomer,
e 0 st bariumatomer,
e 0 st kvaveatomer,

och motsvarar darfor vektorn

3

1

NagPOy: |4

0

0

Pa precis samma satt far vi resterande vektorer:

0 0 1
0 2 0
Ba(N03)2 : 6 ; Bag(PO4)2 : 8 y NaN03 : 3
1 3 0
2 0 1

Vi vill ta reda pa hur manga molekyler av varje &mne som kravs for att balansera ekvationen
och vi kan skriva detta problem pa formen

T1 + X2 T3 + x4

OO~ W
N OO O
Il
S W oo NN O
HO“wOH

dér x; representerar antalet natriumsulfat-molekyler och sa vidare. Om vi flyttar 6ver alla
vektorer till vansterledet och sétter ihop dem till en enda stor vektor kan vi skriva om den
balanserade ekvation pa formen

3x1 + 0xo + 0x3 — 1z4
1931 + 01‘2 — 2:173 + O:L’4
41 + 69 — 8x3 — 34| =
O0x1 + laxg — 3x3 + Oxy
0x1 4+ 229 + 03 — 1y

o O o oo
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Detta ar ett linjart ekvationssystem som kan losas genom att radreducera féljande matris:

30 0 —-10
10 -2 0 O
4 6 -8 -3 0 [Placera den andra raden Gverst och fjarde raden nést 6verst}
01 -3 0 0
0 2 0 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 0
~ 13 0 0 -1 0 [Subtrahera 3 * forsta raden fran den tredje raden}
4 6 -8 -3 0
02 0 -1 0]
1 0 -2 0 O]
01 -3 0 0
~ 10 0 6 -1 0 [Subtrahera 4 x forsta raden fran den fjarde raden]
4 6 -8 -3 0
02 0 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 0
~ 10 0 6 -1 0 [Subtrahera 6 * andra raden fran den fjarde raden}
06 0 -3 0
0 2 0 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 0
~ 10 0 6 -1 0 [Subtrahera 3 x tredje raden fran den fjirde raden]
0 0 18 =3 0
0 2 0 -1 0]
1 0 -2 0 O]
01 -3 0 0
~ 10 0 6 -1 0 [Subtrahera 2 x andra raden fran den femte raden}
00 0 0 O
02 0 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 0
~ 10 0 6 -1 0 [Subtrahera tredje raden fran den femte raden}
00 0 0 O
0 0 6 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 0 Ty — 223 =0
~ 10 0 6 -1 0 > xo —3x3 =0
0 0 O 0 0 625 — 24 =0
o0 0 0 0]

Om vi sétter x3 = 1 sa far vi 1 = 2, xo = 3 och x4 = 6. Den balanserade ekvationen &ar alltsa
2NasPOy4 + 3Ba(N03)2 — Bags (PO4)2 + 6NaNQO3

Det &r inte konstigt att vi far en fri variabel - tvartom! Om man ser pa den balanserade reaktionen
som ett recept, och &mnena som ingredienser, anger den fria variabeln x3 antalet satser vi bakar.
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Ovningstillfille 4.2

Problem 1.7.14

Finn det varde h som gor foljande vektorer linjart beroende:

1 -5 1
vy = |—1|, v2= 71, wyg=|1
3 8 h

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 1.7.14 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.
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Problem 1.7.14

Finn det véirde h som gor foljande vektorer linjirt beroende:

1 -5 1
v = -1 s Vo = 7 y V3 = 1
3 8 h

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 1.7.14 i
Lay, 6th edition, men 16sningsmetoden ar densamma.

Losning: Ett satt att 16sa denna uppgift ar att omformulera den som ett linjart ekvationssystem.
De tre vektorerna dr (per definition) linjért beroende om det existerar konstanter a1, as, ag, minst
en av dem nollskild, sadana att

1 -5 1 0
aq -1 + a9 7 + as 11 = {0 y (11)
3 8 h 0

vilket visar sig vara ekvivalent med att hitta konstanter x;, z» sadana att®

1 ) 1
T1 -1 + X2 7 =|(1]. (12)
3 8 h

Denna ekvation motsvarar det linjara ekvationssystemet

x175x2:1

—x1+Teg =1,
321 +8xy=h
och som vanligt kan vi 16sa detta ekvationssystem genom radreducering:
1 -5 1 1 =5 1 1 -5 1
-1 7 1 ~ (0 2 2 ~ [0 2 2 ~
|3 8 h 3 8 h 0 23 h-3
(1 -5 1 1 -5 1 10 6
~ 10 1 1 ~ 10 1 1 ~ |10 1 1
0 23 h-3 0 0 h—26 0 0 h—26
Ekvationssystemet lyder nu
xr1 = 6
To = 1 s
0=h—-26
och vi drar slutsatsen att en 16sning existerar for h = 26. Indeed, man kontrollerar enkelt att
1 -5 1 1 -5 1 0
6(-1|+1| 7| =11 = 6(-1|+1|7|—-1]1(=10
3 8 26 3 8 26 0

9Konstanten as kan inte vara lika med 0 eftersom de tva forsta vektorerna vy och va &r linjart oberoende. Vi
kan dérfor dividera hela ekvation (11) med —a3 och flytta dver vektorn w3 till hogerledet. Om vi sedan definierar
1 = —a1/a3z och z2 = —az /a3 sa far vi ekvation (12).
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Problem 1.7.45

Antag att A &r en m X n-matris med egenskapen att ekvationen Ax = b har hgst en 16sning for
varje vektor b € R™. Anvénd definitionen av linjart oberoende for att forklara varfér kolumnerna
i matrisen A maste vara linjart oberoende.
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Problem 1.7.45

Antag att A &r en m X n-matris med egenskapen att ekvationen Ax = b har hgst en 16sning for
varje vektor b € R™. Anvénd definitionen av linjart oberoende for att forklara varfér kolumnerna
i matrisen A maste vara linjart oberoende.

Losning: Kalla kolonnvektorerna for aq,...,a, € R™, det vill sdga att
a1 a2 A1n ai1 a12 A1n
a21 A2 -+ d2p a21 a22 a2n
A: . . . . = . . e . :[al e an]
aAm1 Am2 *°  Amn am1 m?2 Amn

Definitionen av matrismultiplikation ger da att

a1 - Qln T1 a11 A1n
Ar=| ., : =it | T = 2a 4+ Tpay,.

am1 Amn T Am1 Amn

Enligt problemformuleringen antar vi att ekvationen Aax = b har hogst en 16sning « for varje b,
och detta antagande géller i synnerhet nollvektorn b = 0. Med andra ord har ekvationen

T1a1 + - +zpa, =0 (13)
hogst en 16sning. Men vi kénner redan till en sadan 16sning: nollvektorn « = 0, dvs.
Ty =x9g = =z, =0.

Det finns alltsa ingen annan 16sning pa ekvation (13), det finns inga andra virden pa skaldrerna
Z1,...,2, som uppfyller ekvation (13), och per definition innebédr detta att kolonnvektorerna
ai,...,a, ar linjart oberoende.
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Problem 1.8.16%*

Betrakta den linjara transformationen

-2 -

Anvénd ett rektanguldrt koordinatsystem for att plotta vektorerna

ff - [2]

samt vektorerna T'(u), T'(v). Beskriv geometriskt vad T gér med varje vektor i R2.
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Problem 1.8.16%*

Betrakta den linjara transformationen

re= 1ol [2]

Anvénd ett rektanguldrt koordinatsystem for att plotta vektorerna

samt vektorerna T'(u), T'(v). Beskriv geometriskt vad T gér med varje vektor i R2.

Losning: Genom att betrakta figure nedan ser vi att den linjara transformationen T reflekterar
vektorerna kring linjen y = . Med andra ord byter T plats pa vektorernas z- och y-koordinater,
vilket vi kan bekrafta genom att utféra matrismultiplikationen:

re =[]t = 1]
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Problem 1.9.8

Lat T : R? — R? vara den linjira transformationen som forst spegelvinder vektorer kring den
horisontella zi-axeln och sedan spegelvander vektorerna kring linjen x5 = x;. Finn standard-
matrisen for 7.

Jag visste inte riktigt hur jag skulle 6versatta uppgiften till svenska pa ett tydligt sétt, sa lat
mig illustrera den linjara transformationen i Figur 25. Forst speglas en godtycklig vektor kring
z1-axeln ((a) — (b)), sedan speglas vektorn kring den streckade linjen xo = x1 ((b) — (¢)).

08 o8t 08
. . .
, , ,
06 . o6t . 61 .
, , ,
, , ,
, , ,
04t /7 04f /7 ok /7
. . .
p p p
, , ,
L L L
02t 02r o. ,
. . .
. . .
P ) . ) . )
08 06 04 -02 7 02 04 06 08 08 06 04 02 7 02 608 08 06 04 02 7 02 04 06 08
. . .
702 702 702
. . .
. . .
. . .
, 04l . 04l . 04l
. 0.4 . 0.4 . 0.4
. . .
. . .
. . .
. 06} . 06 . 06
, , ,
, , ,
08} 08} 08}
(a) (b) (c)
Figur 25
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Problem 1.9.8

Lat T : R? — R? vara den linjira transformationen som forst spegelvinder vektorer kring den
horisontella zi-axeln och sedan spegelvander vektorerna kring linjen x5 = x;. Finn standard-
matrisen for 7.

Jag visste inte riktigt hur jag skulle 6versatta uppgiften till svenska pa ett tydligt sétt, sa lat
mig illustrera den linjara transformationen i Figur 26. Forst speglas en godtycklig vektor kring
z1-axeln ((a) — (b)), sedan speglas vektorn kring den streckade linjen xo = x1 ((b) — (¢)).

08 o8t 08
. . .
, , ,
06 . o6t . 6 .
, , ,
, , ,
, , ,
04t /7 04f /7 ok /7
. . .
p p p
, , ,
L L L
02t 02t o ,
. . .
. . .
P ) . . )
08 06 04 -02 7 02 04 06 08 08 06 04 02 7 02 608 08 06 04 02 7 02 04 06 08
. . .
/7 02 /7 02 /7 02
. . .
. . .
. . .
, 04l . 04l . 04l
. 0.4 . 0.4 . 0.4
. . .
. . .
. . .
. 06} . 06 . 06
, , ,
, , ,
08} 08} 08}
(a) (b) (c)
Figur 26

Lo6sning: Lat oss kalla de tva spegelvéandningarna for A; och As. Nér vi spegelvdnder en vektor

x_
v =
:

kring xi-axeln sa byter vi tecken pa xo-koordinaten utan att &ndra vardet pa x;-koordinaten:

4 m N ] |
Y 1~ Y
Vi vill kunna skriva denna transformation med hjélp av matrismultiplikation, och vi maste dérfor
hitta passande virden pa matriselementen sa att

sfl=L -1

Hur gor man egentligen for att lista ut hur matrisen ska se ut? Det kan vara utmanande, sarskilt
om matrisen ar stor, sa man far titta pa manga exempel och med tiden utveckla en kénsla for
hur matriser fungerar. Efter ett tag har man tillrackligt god koll pa matrismultiplikation for att
kunna reverse-engineera matrisen. Ett tips dr att matriser pa formen

b )
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multiplicerar x-koordinaten hos en vektor v med a och multiplicerar y-koordinaten med b:

a 0| |z| |axx+0x*xy| |ax

0 b|ly| [0xxz+bxy|  |by|’
Vi ville att matrisen A; skulle l1amna z1-koordinaten orérd och byta tecken pa zo-koordinaten,
sa vi kan anvénda ovanstaende matris med a =1 och b = —1.

Lat oss nu titta pa den andra transformationen, As;. Vad som hénder nér vi spegelvinder en
vektor kring linjen o = x7 ar att vi byter plats pa de tva koordianterna:

3] 2]

Se till exempel (b) — (c) i Figur 26. Denna transformation representeras av matrisen

0 1
AQ— _1 0:|a

eftersom denna matris byter plats pa koordinaterna:

0 1| |z] |0xx+1xy| |y

1 0| |yl |[1xx+0xy| |z|°
Om vi vill spegelvianda en vektor kring x;-axeln och sedan spegla den resulterande vektorn kring
linjen x5 = 1, sa borjar vi med att multiplicera vektorn med A; och sedan multiplicerar vi den
resulterande vektorn med A,. Med andra ord berdknar vi v — Ajv — Ay Ajv. Istéllet for att

betrakta detta som tva separata transformationer sa kan vi berakna matrisprodukten A = A5 A,
och se transformationen v — A;v — Ay A;v som en enda transformation v — Awv:

A — [0 1L 0] _[0x141%0 0x0+1x(-1)] _[0 -1
TR 0|0 —1] T |1%140%0 1x04+0x(=1)] |1 0|
Detta &r alltsa standardmatrisen for transformationen 7' som utfor de tva speglingarna.

Kuriosa: Standardmatrisen ovan kan tolkas som

gt ]

vilken &r matrisen som roterar en vektor m/2 radianer moturs. Se (a) — (c¢) i Figur 26.
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Problem 1.9.38%*

Lat T : R* — R? vara en surjektiv linjir transformation. Beskriv hur standardmatrisen till 7'
kan se ut efter att ha reducerats till trappstegsform.
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Problem 1.9.38%*

Lat T : R* — R? vara en surjektiv linjir transformation. Beskriv hur standardmatrisen till 7'
kan se ut efter att ha reducerats till trappstegsform.

Losning: Kom ihag att man konstruerar standardmatrisen A genom att utvérdera 7' i standard-
basen ey, es, €3, e, € R* och stapla vektorerna T'(e1), T (ez), T(e3), T(e4) € R? bredvid varandra
som kolonnvektorer:

A=[T(e1) T(ez) T(es) T(es)].

Standardmatrisen &r alltsa en 3 x 4-matris. For en godtycklig vektor

T1 1 0 0 0
T 0 1 0 0

xr = xz = I 0 + Z2 0 + 3 1 + x4 0 =x1e] + Toes + T3€3 + TH€4 €R47
T4 0 0 0 1

sa anvander man linjariteten hos T for att berédkna

T(x) =T(x1e1 + x2e3 + T3€3 + T1€4)
=x1T(e1) + xz2T(e2) + x3T(e3) + x4T (e4),

dér hogerledet kan skrivas om som matrismultiplikation:
= Ax.

Att den linjira transformationen T #r surjektiv innebér per definition att varje vektor y € R®
kan skrivas som y = T'(x) for minst en vektor z € R*. T termer av standardmatrisen A innebér
detta att ekvationen Ax = y har minst en 16sning « € R?* for varje y € R3. Enligt Theorem 4 i
kapitel 1.4 ar denna egenskap ekvivalent (bland annat) med att matrisen A har en pivotposition
i varje rad, sa svaret pa uppgiften ar att A maste ha foljande trappstegsform:

1 b
0 d
0 1

O = Q
~ O 0O

for nagra skalarer a,b,c,d, e, f € R.
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Ovningstillfille 5.1
Problem 2.1.6
Lat
T
3 5

Berdkna matrisprodukten AB pa tva olika sétt: forst genom att dela upp matrisen B i sina
kolonnvektorer by, by och berdkna Ab; och Abs var for sig, sedan via rad-kolumn formeln

(AB)ij = aibij + aizbzj + - + ainbn;.
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Problem 2.1.6

Lt
4 9
A=|-3 o], B:E 31].
3 5

Berdkna matrisprodukten AB pa tva olika sdtt: forst genom att dela upp matrisen B i sina
kolonnvektorer by, bs och berdkna Ab; och Abs var for sig, sedan via rad-kolumn formeln

(AB)ij = ai1byj + aigboj + - - + ainbyj.

Losning: Den forsta metoden ger kolonnvektorerna

- 1 4x1 + (=2)x2 0
Ab;=1|-3 0 {2] (=3)x1 + 02| = =31,
'3 5| 3x1 +  5x2 13
i —2] 3 4x3 + (=2)x(-1) 14
Abs=|-3 0 {_1] (-3)%3 + 0x(=1)| =1|-9],
|3 5] 3x3 + 5% (—1) 4
sa matrisprodukten &r
0 14
AB = [Abl Abg] =|-3 -9
13 4
Den andra metoden ger matriselementen
(AB)ll = aubu + CL12b21 =4x1 + (—2) * 2 = 0,
(AB)lg = a11b12 + algbgg =4 % 3 + (72) * (*1) = 14,
(AB)21 = ag1b11 + azzba; = (=3) % 1+ 0% 2 = -3,
(AB)22 = ag1b12 + agsboy = (—3) * 3+ 0% (—1) = -9,
(AB)31 = ag1bi1 + azeby; =3 %1 +5%2 =13,
(AB)32 = a31b12 +a32b22 :3*3+5* (*1) :4,
sa matrisprodukten ar aterigen
(AB)11 (AB)12 0 14
AB = |(AB)21 (AB)a| = |-3 -9
(AB)gl (AB)32 13 4

Personligen tycker jag att den forsta metoden &r snabbast och enklast, men det dr en smaksak.
I vilket fall som helst &r de tva metoderna forstas mycket néara relaterade.
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Problem 2.1.30

Visa att om kolonnerna i matrisen B &r linjart beroende, sa &r kolonnerna i matrisen AB ocksa
linjart beroende.
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Problem 2.1.30

Visa att om kolonnerna i matrisen B &r linjart beroende, sa &r kolonnerna i matrisen AB ocksa
linjart beroende.

Losning: Eftersom kolonnvektorerna by, ..., b, till matrisen B &r linjart beroende sa existerar
skalérer rq,...,r, sadana att minst en skalar r; # 0 och

r1b1—|—~~+rnbn:O.

Matrisen AB har kolonnvektorerna Ab, ..., Ab, och enligt Theorem 2 pa sida 99 &r matris-
multiplikation en sa kallad linjir operation, vilket innebér att vi kan gora foljande omskrivningar:

rAby + -+ 1, Ab, = A(T1b1) + -4 A(’I“nbn) = A(T1b1 + -4 Tnbn) = A0=0.
0

Linjarkombinationen i vansterledet &r alltsa lika med nollvektorn, sa kolonnvektorerna till AB
ar linjart beroende.
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Problem 2.2.28
Antag att P ir en inverterbar matris och att A = PBP~!. Hitta ett uttryck for B i termer av A.
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Problem 2.2.28
Antag att P ir en inverterbar matris och att A = PBP~!. Hitta ett uttryck for B i termer av A.

Losning: Eftersom matrisen P #r inverterbar giller att PP~! = I och PP = I. Vi kan dérfor
bli av med faktorn P! i uttrycket PBP~! genom att hogermultiplicera med P:

A=PBP™' <= AP=(PBP')P=PB(P 'P)=PBI=PB.
P4 samma sitt blir vi av med faktorn P i uttrycket PB genom att vinstermultiplicera med P~!:
AP=PB <+= P 'AP=P YPB)= (P 'P)B=IB=B8.

Uttrycket vi soker ar alltsa
B =P AP.
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Problem 2.2.39

Om den existerar, finn inversen till matrisen

5 10
a=i 4

Anvénd algoritmen som introducerades i detta kapitel.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 2.2.39 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.
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Problem 2.2.39
Om den existerar, finn inversen till matrisen

5 10
a=[p .

Anvénd algoritmen som introducerades i detta kapitel.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 2.2.39 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

Losning: For sékerhets skull borjar vi med att kontrollera att matrisen faktiskt &r inverterbar.
Ett satt att undersoka detta &r att berdkna dess determinant - ett koncept med geometrisk
tolkning som vi egentligen inte tar upp forréan nésta vecka. Det finns ndmligen en viktig sats som
sager att en (kvadratisk) matris ar inverterbar om och endast om dess determinant &r nollskild.
Determinanten av en 2 x 2-matrix
a b
A=l

berdknas kort sagt med formeln det A = ad — be, vilket i vart fall blir
det A=5%7—10%x4=35—-40=—5#0.

Vi drar slutsatsen att var matris ar inverterbar.

Lat oss nu tillimpa den algoritm som presenteras pa sida 110: Om en matris A &r inverterbar
s& kommer matrisen [A | I], dar elementen i A stélls bredvid elementen i identitetsmatrisen I,
vara radekvivalent med matirisen [I | A=Y]. Allt vi behover gora #r alltsa att radreducera.

5 10 1 0 1 2 1/5 0
[AI]_LL 70 1]“[47 0 1]

215 0 10 —7/5 2
0 1 4/5 -1 01 4/5 -1

1 2 1/5 0
0 —1 —4/5 1

| =tra

Inversen ges alltsa av

11-7 10
-1 _ +
A _5[4 _5].

Lat oss bekrifta detta genom att berdkna matrisprodukterna AA™!' =T och A™'A = TI:

qa-1 - L[5 10][=7 10] _1 5%(=7)4+10%4 5%10410%(=5)] _ 1[5 0] _[1 0O
T 504 7|4 5| 5|4x(=T)+7x4 4x10+7x(=5)| 5|0 5 |0 1]’
gt L[=7 101 {5 10] _1[(=7)*5+10%4 (=7)x10+10x7) 1[5 0] _[1 0
T 5|4 5|4 T| 5|4x5+(=H)x4 4x10+(=5)*x7| 5|0 5 [0 1
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Problem 2.3.6

Avgor huruvida matrisen

1 -5 -4
A=10 3 4
-3 6 0

ar inverterbar. Anvand sa fa berdkningar som mojligt, men rattfardiga ditt svar.
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Problem 2.3.6

Avgor huruvida matrisen

1 -5 -4
A=10 3 4
-3 6 0

ar inverterbar. Anvand sa fa berdkningar som mojligt, men rattfardiga ditt svar.

Losning: The Invertible Matrix Theorem pa sida 145 ger oss manga olika metoder for att
kontrollera huruvida matrisen ar inverterbar. En sadan metod ar att kontrollera om matrisen
har en pivot-position for varje rad. Radreducering ger att

1 -5 -4 1 -5 -4 1 -5 —4
A=10 3 41 ~ (0 3 4 ~ (0 3 4
-3 6 0 0 -9 -12 0 O 0

Denna matris har ingen pivot-position pa sista raden, sa matrisen kan inte vara inverterbar.
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Ovningstillfille 5.2

Problem 2.8.10

Lat
-3 -2 0 —2
A=|0 2 -6/, wu=]3
6 3 3 1

Avgor huruvida w ligger i Nul A.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 2.8.10 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.
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Problem 2.8.10

Lat
-3 -2 0 -2
A=1]10 2 -6/, u=|3
6 3 3 1

Avgoér huruvida u ligger i Nul A.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 2.8.10 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.

Lo6sning: Vektorn w ligger i nollrummet till A om Au = 0, sa lat oss berdkna produkten.

-3 -2 0] [-2 (=3)%(-2) + (-2)*3 + 0%1 0
Au=|0 2 —6||3|= 0% (=2) + 2%3 4+ (-6)x1{ =10
6 3 3 1 6 (—2) + 3%3 + 3x1 0

Svaret ar alltsa Ja, vektorn w ligger i nollrummet till matrisen A.
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Problem 2.8.34

Lat A vara foljande matris tillsammans med dess reducerade trappstegsform:

3 -1 7 39 3 -1 7 0 6
A -2 2 =275 |0 2 403
-5 9 3 3 4 0 0 0 11
-2 6 6 3 7 0 0 0 0 O

Finn en bas for Col A samt en bas for Nul A.
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Problem 2.8.34

Lat A vara foljande matris tillsammans med dess reducerade trappstegsform:

3 -1 7 39 3 -1 7 0 6
A -2 2 =275 |0 2 403
-5 9 3 3 4 0 0 0 11
-2 6 6 3 7 0 0 0 0 O

Finn en bas for Col A samt en bas for Nul A.

Losning: Att finna en bas for kolonnrummet ar en enkel uppgift, Theorem 13 pa sida 152 séger
namligen att pivotkolonnerna formar en sadan bas:

3 —1
’ b3 =

S © N
W w g w

For att finna en bas till nollrummet behover vi understka l6sningarna till ekvationen Ax = 0.
Den reducerade matrisen ger oss ekvationssystemet

3x1 —x9 + Tx3 + 625 =0 T = —3x3 — 2.575
2x9 + 4dx3 4+ 3x5 =0 < ( x9 = —2x3 — 1.5x5
Ty +2x5=0 T4 = —X5

dér x3 och x5 ar fria parametrar (vi hade saklart kunnat vélja tva andra fria parametrar). Varje
16sning till ekvationen Ax = 0 kan darfor skrivas som en linjirkombination

T -3 —2.5
To -2 —-1.5
x=|r3| =23 | 1 | +x5 0 ,
T4 0 -1
Is 0 1
vilket innebér att
-3 —2.5
-2 —-1.5
bp=|1|, by= 0 ,
0 -1
0 1

utgor en bas for nollrummet.
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Problem 2.8.40%*

Om R ar en 6 x 6-matris och Nul R inte ar det triviala delrummet, vad kan man sdga om Col R?

165



Ovningstillfille 5.2 MVE}65

Problem 2.8.40%*
Om R ar en 6 x 6-matris och Nul R inte ar det triviala delrummet, vad kan man sdga om Col R?

Lo6sning: Om nollrummet inte dr det triviala delrummet sa maste det innehalla fler vektorer &n
bara nollvektorn; det maste finnas minst en vektor  # 0 som uppfyller Rz = 0.

Annorlunda uttryckt existerar fler &n en 16sning pa ekvationen Rx = 0, vilket i sin tur innebar
att motsvarande linjara ekvationssystem har minst en fri parameter. Matrisen R kommer darfor
inte ha foljande typ av radreducering:

R

SO OO O =
SO OO~ Q
OO O =
OO RS Q@ 0
o3 >
QO I ~ .0

istallet kommer radreduceringen se ut exempelvis sahér:

1 a b ¢ d e
01 f g h 1
0001 j k
B~lg 0000 1 (14)
0O 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 O

Vi ser att det finns kolonner som inte &r pivotkolonner. Eftersom pivotkolonnerna utgor en bas
for kolonnrummet Col A si maste detta ha firre dn 6 st basvektorer; kolonnrummets dimension'°
ar strikt mindre &n 6.

Dimensionen pa nollrummet, & andra sidan, ar antalet fria parametrar, och vi far en fri parameter
for varje kolonn som inte ar en pivotkolonn. Anledningen &r att den radreducerade matrisen (14)
kan radreduceras ytterligare till

OO OO O
SO OO O
o oo =33
SO O = OO
O OO+ Q
OO R OO O

och ekvationen Rx = 0 ar dérfor ekvivalent med ekvationssystemet

10 p 0 g 0] [n 0 T TP 4T
01 r 0 s 0] |a 0 ry + prs+qrs =0 To = —TT3 — ST
0 00 1 ¢t 0] |z _ 0 To+rxs+ srs =0 — x3 fri variabel
00 0 0 0 1] |z4 0 Ty +trs =0 Ty = —ts
000 00 0fzs 0 zg =0 x5 fri variabel
000 0 0 0] |z 0 2o — 0

10Begreppet dimension introduceras i kapitel 2.9 och definieras som antalet element i en bas. Dimensionen pa
kolonnrummet ar alltsa antalet pivotkolonner.
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Detta &ar forstas bara ett exempel, men det illustrerar ett allmént faktum: De komponenter
som svarar mot pivotkolonner (z1,xs, x4,z 1 vart fall), kan skrivas i termer av de komponenter
(z3,25) som inte svarar mot pivotkolonner, och dessa blir vara fria parametrar.

Sammanfattning: Antalet fria parametrar = antalet ej pivotkolonner. Vi far darfoér relationen

dim Col R + dim Nul R = antalet pivotkolonner + antalet fria parametrar
= antalet pivotkolonner + antalet ej pivotkolonner

= totala antalet kolonner = 6.

Detta ar ett allmént resultat kallat the rank-nullity theorem eftersom det relaterar dimensionen
pa kolonnrummet (the rank) till dimensionen pa nollrummet (the nullity): Om R &r en godtycklig
m X n-matris sa ar

dim Col R + dim Nul R = n.
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Problem 2.8.42%

Om P &r en 5 x 5-matris och Nul P &r det triviala delrummet, vad kan du séga om losningarna
pa ekvationen Px = b for b € R??
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Problem 2.8.42%

Om P &r en 5 x 5-matris och Nul P &r det triviala delrummet, vad kan du séga om losningarna
pa ekvationen Px = b for b € R??

Lo6sning: Om Nul P &r det triviala delrummet sa innehaller ekvationssystemet Px = 0 inga
fria parametrar, sa varje kolonn i matrisen P &r en pivotkolonn. Foér varje b € R® kommer vi
dérfor fa radreduceringen

Py Py Pi3 Py Pis b 100 0 0 a
Pyy Py Poz Poy Pos b 01 00 0 b
[P,b]= |P3s1 Pss P33 Psy P35 b3l ~ [0 01 0 0 ¢
Py Pyo Pis Py Pis by 0 0 01 0 d
Psy Psy Psz3 Psy Pss bs 000 0 1 e

for nagra siffror a, b, c,d,e som beror pa vilken vektor b vi har valt. Ekvationen Px = b har
dérfor den unika 16sningen

8
I
o a0 o9

Notera att det inte spelar nagon roll att P ar en 5 x 5-matris, det enda som krévs ar att matrisen
ar kvadratisk (eftersom vi behover exakt ett pivotelement per rad och kolonn). Vi kan alltsa dra
samma slutsats for alla kvadratiska matriser: Om P dr en n x n-matris och Nul P ar det triviala
delrummet sa har ekvationen Px = b en unik 16sning for varje b € R™.

Ett annat sdtt att komma fram till samma resultat ar att tillimpa the invertible matrix theorem:
om P &r en n X n-matris och Nul P &r det triviala delrummet sa har ekvationen Px = 0 inga fria
parametrar; ekvationen har bara den triviala 16sningen @ = 0. The invertible matrix theorem
séger déarfor att matrisen P &r inverterbar, sa for varje b € R™ har ekvationen Px = b den unika
l6sningen £ = P~ !b.

Ett tredje sétt att fa information om lésningarna till Px = b ar att anvinda faktumet att
matrismultiplikation &r en linjdr operation: Antag att &; och xo &r tva losningar pa samma
ekvation Pz = b. Da ar

P(xy —x3) = Pry — Pro=b—-b=0.

Vektorn @ = x; — x5 ar alltsd en 16sning pa ekvationen Pz = 0 men eftersom Nul P &r det
triviala delrummet sa existerar bara en enda 16sning pa denna ekvation, ndmligen & = 0. Det
foljer att &1 = xo. Detta séger oss att om ekvationen Px = b har en 16sning sa ar den l6sningen
unik, det finns inte fler I6sningar, men det sdger inte om 16sningen existerar fran forsta borjan.
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Problem 2.9.3
Lat

-], we[7] = [3)

Vektorn x ligger i ett vektorrum H med bas B = {b;, bo}. Hitta koordinaterna for vektorn x i
denna bas.
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Problem 2.9.3
Lat

-], we[7] = [3)

Vektorn x ligger i ett vektorrum H med bas B = {b;, bo}. Hitta koordinaterna for vektorn x i
denna bas.

Lo6sning: Uppgiften séiger alltsa att vektorn @ kan skrivas som en linjarkombination
T = c1b1 + c2b,

och vi ombeds hitta vardena pa skaldrerna c; och cs. Dessa skaldrer kallas ocksa for koordinaterna
for vektorn x i basen B. Ovanstaende linjirkombination kan tolkas som ekvationen

R e M I

sa vi kan 16sa problemet genom radreducering:
1 -2 -3 1 -2 -3 1
-4 7 7 0 -1 -5 0

Losningen ar alltsa ¢; = 7 och ¢o = 5, vilket funkar finfint:

=7

— O
[S2EEaN|
—_
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Problem 2.9.12

Lat A vara foljande matris tillsammans med dess reducerade trappstegsform:

1 2 -4 3 3 1 2 -4 3 3
A— 5 10 -9 -7 8| 100 1 =2 0
4 8 -9 -2 71 0 0 O 0 -5
-2 -4 5 0 -6 0 0 O 0 0

Finn en bas for Col A samt en bas for Nul A, och bestdm dimensionerna hos dessa tva delrum.
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Problem 2.9.12

Lat A vara foljande matris tillsammans med dess reducerade trappstegsform:

1 2 -4 3 3 1 2 -4 3 3
A— 5 10 -9 -7 8| 100 1 =2 0
4 8 -9 -2 71 0 0 O 0 -5
-2 -4 5 0 -6 0 0 O 0 0

Finn en bas for Col A samt en bas for Nul A, och bestdm dimensionerna hos dessa tva delrum.

Losning: Kom ihag att pivotkolonnerna ger en bas for kolonnrummet:

1 -4 3
) -9 8
bl - 4 ) b2 - -9 b3 - 7
-2 5 —6

Kolonnrummet har alltsa en bas innehallandes tre stycken basvektorer, sa dess dimension ar 3.

For att hitta en bas for nollrummet tittar vi pa losningarna till ekvationen Ax = 0. Den
reducerade matrisen ger oss ekvationssystemet

1 + 2:62 - 41’3 + 31’4 + 31‘5 =0 Tr1 = 721’2 + 51’4
3 — 214, =0 <+— T3 = 214
—5$5 =0 Ty = 0

med de fria variablerna xs och z4. Varje 16sning till denna ekvation kan alltsa skrivas som

—2 5
1 0
x=xo | 0| +2x4 |2],
0 1
0 0
sa de tva vektorerna
—2 5
1 0
bi=1]01, by=12],
0 1
0 0

utgor en bas for nollrummet. Detta rum har saledes dimension 2.

OBS: Observera att matrisen har 5 kolumner och att
rank A +dimnul A =342 =5.

Detta ar ingen slump. Theorem 14 siger ndmligen att rank A + dimnul A = antalet kolumner.
Faktum &r att dimensionen pa nollrummet = antalet fria variabler, som vi sag ovan, och ranken
ar antalet ej fria variabler. Summan rank A + dimnul A ger alltsa det totala antalet variabler,
vilket dr samma som antalet kolumner eftersom varje variabel i det linjara ekvationssystemet ger
en kolumn i matrisen.
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Problem 2.9.29

Lat A vara en 7x 6 matris sadan att rank A = 4. Vad &r dimensionen pa rummet av alla l6sningar
till ekvationen Az = 07
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Problem 2.9.29

Lat A vara en 7x 6 matris sadan att rank A = 4. Vad &r dimensionen pa rummet av alla l6sningar
till ekvationen Az = 07

Losning: Rummet av alla 16sningar pa ekvationen Ax = 0 &r inget annat &n nollrummet.
Uppgiften ber oss alltsa berikna dimensionen pa nollrummet, dimnul A, och denna dimension
kan beraknas med hjalp av Theorem 14: Om en matris B har n stycken kolumner sa ar

rank B + dimnul B = n.
Var matris A har n = 6 kolonner och rank A = 4, sa inséttning ger

4+dimnulA=6 = dimnuld=2.
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Problem 2.9.32%

Konstruera en 4 x 3-matris med rank 1.
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Problem 2.9.32%
Konstruera en 4 x 3-matris med rank 1.

Lo6sning: Rangen hos en matris dr dimensionen pa kolonnrummet och vi vet att pivotkolonnerna
utgor en bas for detta rum, sa uppgiften ber oss att konstruera en 4 x 3-matris med en enda
pivotkolonn. Min filosofi ar att den bésta losningen &r en enkel 16sning, sa vi behover inte gora
nagot mer avancerat an att ta foljande matris:

SO O
o o oo
o O oo
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Problem 3.1.22

Syftet med denna uppgift dr att undersdka effekten som en radoperation har pa determinanten.
Berdkna determinanten for de tva radekvivalenta matriserna

a b och a+kc b+ kd
c d c d ’
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Problem 3.1.22

Syftet med denna uppgift dr att undersdka effekten som en radoperation har pa determinanten.
Berdkna determinanten for de tva radekvivalenta matriserna

a b och a+kc b+ kd
c d c d ’

Losning: Determinanten av den forsta matrisen ges av formeln

a b

det L d

}:ad—bc.

Determinanten av den andra matrisen ges enligt samma process: multiplicera diagonalelementen
och subtrahera sedan produkten av de tva andra elementen.

det {atkc b+ kd

d } = (a+ ke)d — ¢(b+ kd) = (ad + ked) — (¢b + ked) = ad — be.

Radoperationen har alltsa ingen paverkan pa determinanten.
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Problem 3.2.22

Anvénd determinanter for att avgéra huruvida matrisen
5 1 -1

A=1|1 -3 =2

0 4 3

ar inverterbar.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 3.2.22 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.
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Problem 3.2.22

Anvénd determinanter for att avgéra huruvida matrisen

5 1 -1
A=|1 -3 -2
0 4 3

ar inverterbar.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 3.2.22 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.

Losning: Denna uppgift bygger pa Theorem 4 pa sida 173, som séger att en (kvadratisk) matris
ar inverterbar om och endast om det A # 0. Detta &r alltsa &nnu en del av the Invertible Matrix
Theorem, och det ar den har metoden som jag personligen anvander for att undersoka huruvida
en matris dr inverterbar (men jag beriknar normalt inte determinanten fér hand, det blir valdigt
traggligt om matrisen &r storre dn 3 x 3).

Via detta teorem inser vi ocksa att ndstan alla matriser ar inverterbara: om du skapar en matris
helt pa mafa och slanger in en massa random siffror pa olika stéllen i matrisen sa ar det véldigt
osannolikt att siffrorna skulle balansera varandra pa ett sadant satt att determinanten blir exakt
lika med 0. Det &r alltsa extremt osannolikt att en matris har determinant 0 av ren slump. Om
du arbetar med nagot problem inom kemi eller nagot annat omrade och stoter pa en matris som
inte ar inverterbar sa finns det ofta en god anledning, faktumet att matrisen inte &r inverterbar
lar sdga dig nagonting viktigt om problemet som du betraktar.

Att determinanten &r 0 innebér ndmligen att 16sningar pa ekvationen Ax = b inte behover vara
unika eller ens existera; motsvarande ekvationssystem har fria parametrar. Detta kan vara en
viktig insikt, som nér vi balanserade en kemisk reaktion i Problem 1.6.6. Kom ihag att vi fick
en fri parameter med en naturlig tolkning: Vi kan dubbla eller trippla eller femdubbla antalet
molekyler av varje sort och fortfarande fa en balanserad reaktion, vi “bakar fler satser” av samma
reaktion. Ur denna synvinkel hade det varit betydligt konstigare om vi inte fick en fri parameter;
om determinanten inte hade varit 0. Det var langt ifran en slump.

Lat oss nu berdkna determinanten av ovanstaende matris, och l1at oss gora det pa tva olika sétt.
Forst anvéander vi féljande metod:

-3 -2 1 -2 1 -3
detA—Bdet[4 3}—1det{0 3}+(—1)det[0 4}_

=5((=3) 3 (=2 4) = 1(143 = (=2)%0) + (1) (154~ (=3) x0) =
=5x%(—-1)—1%x3—-1x4=-12.

dér de tre termerna kommer fran féljande indelningar av matrisen A:
G 1 -1 5 (1) -1 5 1 (1)
1 % | @ _3 % | @ _2
0o @ © 4 © W 3
En annan metod ar att radreducera matrisen sa att den star pa trappstegsform. Determinanten
kommer i sa fall vara produkten av diagonalelementen % (—1)" dér r &r antalet ganger vi har
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bytt plats pa tva rader i matrisen, och till sist dividerar vi detta med eventuella skalningar som
vi har gjort av raderna. Se Theorem 3 pa sida 171. Vi far att

5 1 -1 1 -3 -2 1 -3 -2
1 -3 =2 ~ 0o 4 3| ~1]0 4 3],
0 4 3 0 16 9 0 0 -3

sd det A = (—1)? %1 x4 (—3) = —12, precis som ovan. Matrisen &r inverterbar ty det A # 0.
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Problem 3.3.6*

Anvéind Cramer’s rule for att berdkna 16sningen pa féljande ekvationssystem:

(E1+3$2+(E3:4
7!1714’2133:2
31+ a9 =2

OBS: Uppgiften &r tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 3.3.6 i
Lay, 6th edition, men 16sningsmetoden ar densamma.
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Problem 3.3.6*
Anvéind Cramer’s rule for att berdkna 16sningen pa féljande ekvationssystem:
T+ 3%2 + X3 = 4
—X + 2133 = 2
3r1+x9 =2

OBS: Uppgiften &r tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 3.3.6 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

Losning: Ovanstaende ekvationssystem kan skrivas om pa formen Ax = b:

1 3 1] |x 4
-1 0 2| |x2| = |2
3 1 0f (z3 2

x b

Cramer’s rule séger att om matrisen A &r inverterbar och om A;(b) dr matrisen dér den i:te
kolonnen ar utbytt mot vektorn b,

Ab)=lar -+ ai-1 b a1 - an],
sa kommer ekvationen Az = b ha den unika l6sningen

P T 3 a4 :1727"'7
T T det A !

Vi borjar med att berdkna det A for att se om matrisen ar inverterbar. Radreducering ger

n.

1 3 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1
A=1]-1 0 2| ~ |0 3 3| ~ 10 3 3] ~ [0 1 6 |,
3 10 0 -8 =3 0 1 6 0 0 -15

s& matrisen har determinanten (—1)% x 1% 1 % (—15) = 15 och #r diirmed inverterbar.

Lat oss nu berékna determinanterna for de tre matriserna A;(b), A2(b), As(b).

(4 3 1 2 0 2

Aib)y=12 0 2| ~ |0 1 =2 = det A;(b) = 6,
2 1 0 00 3
(1 4 1] (1 4 1

As(b)=|-1 2 2| ~ |0 2 3 = det Ay(b) = 12,
|3 2 0] 0 0 —6
(1 3 4] 1 3 4

As(b)=|-1 0 2| ~ (0 1 8 = det A3(b) = 18.
|3 1 2] 0 0 —18

Ekvationen Az = b har saledes 16sningen

L_6_2 12 418 6
T 155 T 155 T 155

vilket &r ldtt att verifiera fér hand: Berdkna Ax och observera att produkten blir vektorn b.
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Problem 3.3.28%

Lat S vara det parallellogram som bestdms av vektorerna

4 0 . 5 2
a= [_7}, b= L], och sétt A= L 1}

Berékna hur arean hos parallellogrammet S férdndras genom transformationen 7' : & — Awx.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 3.3.28 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

Figur 27: Parallellogramet som a, b spanner upp.
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Problem 3.3.28%

Lat S vara det parallellogram som bestdms av vektorerna

4 0 . 5 2
a= [_7}, b= L], och sétt A= L 1}

Berékna hur arean hos parallellogrammet S férdndras genom transformationen 7" : & — Awx.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 3.3.28 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

Figur 28: Parallellogramet som a, b spanner upp.

Losning: Theorem 10 pa sida 184 sdger att parallellogrammets area kommer férdndras med en
faktor som bestdms av determinanten hos matrisen A:

area(T(S)) = det A x area(S) = (5% 1 — 2% 1) x area(S) = 3 x area(S).

Arean kommer med andra ord att bli 3 ganger storre.
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Ab

Figur 29: Parallellogramet som Aa, Ab spanner upp har 3 ganger
storre area an det som a, b spanner upp.
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Ovningstillfille 6.1

Problem 5.1.6

1 3 6 7
Ar vektorn = | —2| en egenvektor till matrisen A = |3 3 7|7 Hitta i s& fall egenvérdet.
1 5 6 5

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.1.6 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.
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Problem 5.1.6

1 3 6 7
Ar vektorn @ = |—2| en egenvektor till matrisen A = |3 3 7|7 Hitta i sa fall egenvirdet.
1 5 6 5

OBS: Uppgiften &r tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.1.6 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.

Lo6sning: Per definition dr @ en egenvektor till matrisen A om Ax = Az f6r nagon skalér A, som
vi i sa fall kallar f6r egenvardet till . Vi finner att

3 6 7 1 -2 1
Ar =13 3 7| |-2|=|4|=-2|-2| = 2=,
5 6 5 1 -2 1
sa x ar en egenvektor till matrisen A med egenvirde A = —2.
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Problem 5.1.12
Lat

7T 4
A= {3 1} , A =1resp. 5.

Hitta en egenbas for respektive egenrum.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.1.12 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.
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Problem 5.1.12
Lat
7 4
A= {3 1} , A =1resp. 5.

Hitta en egenbas for respektive egenrum.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.1.12 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

Losning: Lat oss leta efter en egenvektor med egenvirde A = 1, vilket innebér att vi maste 10sa
ekvationen Ax = x. Om vi skriver hégerledet som Iz dér I &r identitetsmatrisen sa kan vi flytta
over allting till vinsterledet och fa ekvationen (A — Iz = 0. Pa matrisform blir denna ekvation

[ 60

Denna ekvation svarar mot ekvationssystemet

6x1 +4x2 =0
—3!1,'1 —2(E2 = 0’

vilket har en fri variabel z; och l6sningen

Med andra ord ar egenrummet for A = 1 endimensionellt med basvektor b = [} 5] .

For att finna en egenvektor med egenvirde A = 5 sa 19ser vi ekvationen Ax = 5x pa samma sitt
som ovan, genom att forst skriva om ekvationen som (A — 5I)x = 0:

[ 60

Denna ekvation svarar mot ekvationssystemet

221 +4x2 =0
—3(E1 —6(E2 = 0’

vilket har en fri variabel z; och l6sningen

Med andra ord ar egenrummet for A = 5 endimensionellt med basvektor b = [_(1) 5] .
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Problem 5.2.14

Skriv ner den karaktaristiska ekvationen for matrisen

5 -2 3
A=10o 1 0],
6 7 -2

och finn det karaktaristiska polynomet.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.2.14 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.
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Problem 5.2.14

Skriv ner den karaktaristiska ekvationen for matrisen

5 -2 3
A=10o 1 0],
6 7 -2

och finn det karaktaristiska polynomet.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.2.14 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

Losning: Idén bakom den karaktiristiska ekvationen ar foljande: Om A ar ett egenvarde till
matrisen A sa existerar minst en nollskild (egen)vektor v sadan att Av = Av. Om vi skriver om
denna ekvation som (A — AI)v = 0 sa ser vi att matrisen A — AI har en icketrivial 16sning pa
ekvationen (A — M)z = 0, sa the invertible matrix theorem séger att matrisen A — Al inte ar
inverterbar. En annan del av the invertible matrix theorem sager déarfor att

det(A — AI) =

och det ar genom att 16sa denna karaktdaristiska ekvation som vi finner egenvardena A.
Lat oss nu beréikna determinanten.

5—A -2 3
det(A—A)=det| 0 1-X 0 |=
6 7 —2-)

— (5 ,\)th?’\ QOA}—(—@M[?; 20/\]+3det[2 1;/\]:

—(5— )(( (-2 )—1—0*7)—(—2)(0*(—2—)\)—0*6)+3(0*7—(1—)\)*6):
—B=ANA=N2+XN)+18(1—-N) =

:()\2—3/\4—8)( —\) =

= A3 4407 — 11M + 8.

Det karaktiristiska polynomet &r alltsa —\3 4+ 4A? — 11\ + 8. Den karaktiristiska ekvationen far
man saledes om man sitter polynomet till 0:

det(A — M) =X\ +4\2 — 11\ +8=0.
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Problem 5.2.18%
Lat

A:

OO O Wt
OO W
(e RNG) e N @]
e )

Man kan visa att den algebraiska multipliciteten!! hos ett egenvirde X alltid &r stérre &n eller
lika med dimensionen hos motsvarande egenrum. Finn det virde pa h i ovanstaende matris som
gor egenrummet for A = 5 tvadimensionellt.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.2.18 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

HDen algebraiska multipliciteten hos ett egenvirde A definieras som antalet ganger som faktorn z—\ férekommer
i det karaktiristiska polynomet. Om det karaktiristiska polynomet #r 22 — 2z + 1 = (z — 1)2, till exempel, sa har
egenvardet A = 1 den algebraiska multipliciteten 2. Dimensionen hos motsvarande egenrum kallas ofta for den
geometriska multipliciteten.
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Problem 5.2.18%

Lat
5 =2 6 -1
0 3 h O
A= 0 0 5 4
0 0 0 1

Man kan visa att den algebraiska multipliciteten hos ett egenvarde A alltid ar storre an eller lika
med dimensionen hos motsvarande egenrum. Finn det vérde pa h i ovanstaende matris som gor
egenrummet for A = 5 tvadimensionellt.

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.2.18 i
Lay, 6th edition, men 16sningsmetoden ar densamma.

Losning: Vi finner egenvektorerna med egenviarde A = 5 genom att l6sa det ekvationssystem
som svarar mot matrisekvationen (A — 5I)x = 0. Radreducering ger

0 -2 6 -1 01 -3 0

0 -2 h 0 00 h—6 0
A=SI=\0 o o 4|~ oo o 1|

0 0 0 —4 00 0 0

sa ekvationssystemet har 16sningen

x1 fri variabel
T — 3.’)33 =0

= 3x-
(h—6)z5=0 = 2= o
(h—6)x3:0
1‘420
1‘4:0

Om h = 6 sa blir 3 en fri variabel och den allménna 16sningen pa (A — 5I)x = 0 kan skrivas

I T 1 0
x| (37| 0 3
= I3 o X3 =5 0 T 1
T4 0 0 0

Egenrummet ar tvadimensionellt, eftersom vi har tva basvektorer.

Om h # 6 sa ger ekvationen (h — 6)x3 = 0 att x5 = 0. Detta ger i sin tur att x5 = 33 = 0. Den
allménna losningen pa ekvationen (A — 5I)x = 0 kan dérfor skrivas som

Egenrummet ar endimensionellt, eftersom vi bara har en basvektor.

Egenrummet for A = 5 ar alltsa tvadimensionellt om och endast om h = 6.
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Problem 5.3.8

Om mojligt, diagonalisera matrisen
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Problem 5.3.8
Om mojligt, diagonalisera matrisen
5 1
A= {O 5} |
Lo6sning: Vi foljer den metod som presenteras pa sidorna 316-317 i kursboken.

Steg 1. Berdakna matrisens egenvdrden.

Eftersom matrisen ar pa trappstegsform ligger egenvardena pa diagonalen, matrisen har
alltsa det enkla egenvirdet A = 5. For tydlighets skull illustrerar vi detta faktum genom
att ocksa berdkna det karaktéaristiska polynomet

= (5 - /\)27

5-x 1
det(A)\I)det{ 0 5_)\}

som indeed har den enda roten A = 5.
Steg 2. Finn tva linjdart oberoende egenvektorer till matrisen.

Eftersom matrisen bara har ett egenvarde sa maste varje egenvektor v uppfylla ekvationen
Av = 5v — (A-5Nv =0,

sa vi kan finna egenvektorerna genom att radreducera matrisen A — 51. Detta ar en latt
uppgift eftersom denna matris bara har en etta uppe i hogra hornet:

0 1
s .

Matrisen ar alltsa redan radreducerad och svarar mot ekvationssystemet vy = 0. Varje
egenvektor kan alltsa skrivas pa formen

i
v=0 0l

vilket innebédr att egenrummet &r endimensionellt. Vi kan alltsa inte hitta tva stycken
linjért oberoende egenvektorer till matrisen A, sa matrisen &r inte diagonaliserbar.

Denna uppgift illustrerar ett allmént resultat som séger att en n x n-matris ar diagonaliserbar
om dess egenvektorer bildar en (egen)bas for R™, och detta dr omgjligt att géra om nagot av
egenrummen har for 1ag dimension; den algebraiska multipliciteten'? méste vara lika med den
geometriska multipliciteten!? for varje egenvirde. I vart fall har egenvirdet A = 5 den algebraiska
multipliciteten 2 men den geometriska multipliciteten 1, sa matrisen ar inte diagonaliserbar.

12 Antalet ganger faktorn (egenvirde — \) forekommer i det karaktéristiska polynomet.
13Dimensionen pa egenrummet.
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Problem 5.3.16

Om mojligt, diagonalisera matrisen

0 —4
A=1|-1 0
1 2

givet egenvardena A = 2 resp. 1.
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Problem 5.3.16

Om mojligt, diagonalisera matrisen

0 -4 —6
A=1|-1 0 -3|,
1 2 5

givet egenvardena A = 2 resp. 1.

Lo6sning: Eftersom uppgiften har givit oss egenvérdena sa hoppar vi direkt till Steg 2. i den
metod som beskrivs pa sidorna 316-317 i Lay, 6th edition.

Steg 2. Finn tre linjart oberoende egenvektorer till matrisen.

Vi borjar med att hitta egenvektorerna for egenvéirdet A = 1 genom att radreducera

-1 -4 -6 1 0 2
A-1I=|-1 -1 -3| ~ [0 1 1
1 2 4 0 00

Denna matris siger oss att ekvationen (A — 1I)v = 0 har den allménna l6sningen

v1 +2v3 =0 v, = —203 U1 —2v3 -2
— = v= || =|-v3| =v3|—1
vz v3 =0 V2= "1 U3 VU3 1

Egenrummet for A = 1 ar alltsa endimensionellt med ovanstaende vektor som bas.

P& samma sétt finner vi egenvektorerna for egenvardet A = 2:

-2 -4 —6 1 2 3
A-2[=|-1 -2 -3 ~ [0 0 O
1 2 3 0 0 0

Detta séger oss att ekvationen (A — 2I)v = 0 har den allménna lésningen

V1 —2v9 — 3vg -2 -3
M+2v+3v3=0 = v=|v| = Vo =wvy | 1| 4+wv3] 0
V3 V3 0 1

Egenrummet for A = 2 &r alltsa tvadimensionellt med ovanstaende vektorer som bas.

De tre linjéart oberoende egenvektorerna vi sdker &r alltsa

—2 -2 -3
v = -1 s Vg = 1 s V3 = 0
1 0 1

Steg 3. Konstruera matrisen P = [111 Vo vg].

Sagt och gjort:
-2 -2 -3
P:[’Ul (%) ’Ug]: -1 1 0
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Steg 4. Skapa den diagonala matrisen D fran motsvarande egenvdrden.

Matrisen D &r diagonalmatrisen vars i:te element ar egenvardet for v;:

1 00
D=0 2 0
0 0 2

Vi #r nu klara. Om vi har gjort riitt si ska matriserna uppfylla ekvationen A = PDP~! och vi
kan kontrollera detta genom att undersoka den ekvivalenta ekvationen AP = PD. Indeed,

[0 —4 —-6][-2 -2 -3 [—2 —4 —6]
AP=1|-1 0 =-3||-1 1 o]l=|-1 2 o0
1 2 5] [1 0 1 10 2]
[—2 —2 —3][1 0 0 [—2 —4 —6]
PD=1|-1 1 0/|1]0 2 0 =|-1 2 0
1 0 1]f0o o0 2 10 2]

Kommentar: Vi har nu 16st uppgiften, men vi har inte diskuterat varfér man éver huvud taget
vill diagonalisera en matris. Det finns manga skél, savél teoretiska som praktiska. Lat mig ge
ett exempel pa hur diagonalisering kraftigt forenklar komplicerade matrisberékningar: Inom de
manga omraden som tillimpar differentialekvationer behéver man ofta berdkna exponentialen
av en matris A. Denna definieras via sin Taylorutveckling,

oo

A=Y

n=0

An
nl’

men det vore hopplost att forsdka berdkna denna oédndliga summa direkt. Om man forst diagonal-
iserar matrisen, A = PDP~!, s kan vi skriva om matrisexponenter som A2 pa formen

A%? = AA = (PDP Y PDP™')=PD(P'P)DP~' = PD*P !,
I

dir D? Ar enkel att beriikna - kvadrera helt enkelt varje diagonalelement:

dq
do

2
dm

dm
P& exakt samma sétt blir A» = PD"P~! for alla exponenter n, och for att berikna D™ behover
vi bara ta diagonalelementen upphojt till n. Den oandliga summan kan nu skrivas som

oo oo

Ar K pDhpt D"
A _ e T8 = -1 _ Dp-1
6_Zn!_z n! _Pzn! P =Pe" P,
n=0 n=0 n=0
och tack vare att matrisen D ir diagonal s& #r dess exponential e” mycket litt att berikna:
d1 €d1
do etz
D = = eD =
dpm edm
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Om vi till exempel tillimpar formeln e = PeP P~! pa matrisen A i denna uppgift,

0 -4 -6
A=|-1 0 -3,
1 2 5
sa far vi matrisexponentialen
-2 —2 -3]Jet 0 0O -1 -2 -3 —-2.0 —18.7 —28
eA=pPePP =1 1 0 0 e 0 -1 -1 3|~ |—-47 =20 -14.0
1 0 1 0 0 €| |1 2 4 4.7 93 214
P €D Pfl

Att forst diagonalisera A = PDP~! och sedan anvinda formeln e4 = PeP P~1 &r alltsa betydligt

enklare #n att forsoka berikna den oéndliga summan e? = ZZOZO ‘:‘L .

Lat mig aven ge ett exempel pa nir matrisexponentialer anvénds. Inom kvantmekanik anvands
tidsberoende vektorer v(t) for att beskriva tillstandet hos ett kvantmekaniskt system, exempelvis
en elektron som fardas genom ett magnetfalt. Vektorn ar tidsberoende eftersom elektronen ar i
rorelse samt paverkas av magnetfaltet - elektronens position, momentum och annat beror alltsa
pa tiden. Elektronens tidsutveckling beskrivs av den allménna Schrédingerekvationen

dér i = v/—1 &r den imaginéra enheten, & ar Placks reducerade konstant, och Hamiltonianen H
ar en kvadratisk matris som beror pa vilket kvantsystem man undersoker. Denna elektron i ett
magnetfilt beskrivs av en Hamiltonian, medan fem protoner i ett elektriskt falt beskrivs av nagon
helt annan Hamiltonian, osv. Oavsett hur den ser ut & Hamiltonianen ofta konstant, obereoende

av tiden, och da har Schrédingerekvationens 16sning alltid samma form:**

v(t) = e H My (0) = U (t)v(0),

dir tidsevolutionsoperatorn U(t) = e *1*/" &r en sadan matrisexponential som vi beskrev ovan.
Numeriska modeller av kvantmekaniska system kraver alltsa att man beriknar matrisexponentialer,
och diagonalisering ar darfor ett ovardeligt verktyg.

HSchrodingerekvationen dr en vektorvird motsvarighet av y(t) = ay(t), som har 16sningen y(t) = y(0)e?.
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Extramaterial: Vad innebar det egentligen att diagonalisera en matris? For att svara pa
denna fraga maste vi forsta inneborden hos ett basbyte, en férédndring av koordinatsystemet
i vektorrummet som vi arbetar i. Lat oss begrédnsa oss till tre dimensioner for att forenkla
notationen. Normalt skriver vi en vektor pa formen

c
Il
IS IS

dér x,y, z ar vektorns koordinater i det vanliga tredimensionella rummet, sa till exempel pekar
vektorn med koordinaterna x = 0, y = 0, z = 1 rakt uppat. Foljande figur visar standardbasen
i svart och de tre egenvektorerna vy, vo, vz i rott:

x
Vad notationen v = |y | egentligen betyder ar att vektorn kan skrivas som en linjarkombination
z

v = 1re; + yes + zes

dér e; ar enhetsvektorn som pekar i z-led, och sa vidare. Vektorns koordinater (z,y,z) ar helt
enkelt de skaldrer som vi behover placera framfor vara basvektorer for att fa vektorn v.

Faktumet att de tre egenvektorerna utgor en bas for R? innebér att varje vektor v kan skrivas
som en linjarkombination
v = avy + bvy + cvus (15)

vilket innebéar att vektorn v har koordinaterna (a, b, ¢) i denna egenbas. Ovanstaende linjarkom-
bination kan sammanfattas mer koncist genom att skriva

a
v=|b
c
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om vi kommer ihag vilka basvektorer vi anvander. Samma vektor v kan alltsa skrivas som en
kolonnvektor pa flera olika satt beroende pa vilken bas vi anvénder:

x
Standardbasen: v =ze; +yes +ze3= |y|,
z
a
Egenbasen: v=av; +bvy +cv3=|b
c
Till exempel kan den forsta egenvektorn v; skrivas pa foljande vis:
-2
Standardbasen: v, =(—2)e; + (—1)ex +les= [—1],
1
1
Egenbasen: v1 = 1lvy + 0vy + O0vg = |0
0

Att arbeta i egenbasen innebér att vi tdnker pa varje vektor som en linjarkombination (15) med
koordinater (a, b, c), och vi kan da plotta varje vektor genom att placera a- och b-koordinaterna
pa de tva horisontella axlarna och c-koordinaten pa den vertikala axeln. Precis som pa foregaende
bild ar de tre egenvektorerna

v1 = lvg + Ovy + Ovs,
Vg = 0’01 + 1'02 + 0’1}3,
v3 = 0vy + Ovg + 1vs

plottade i rott, medan de tre standardbas-vektorerna

e = 161 + 062 + 063 = (71)’01 + (*0.5)'1)2 + 0.5'1)3,
es = 0e; + 1les + Oeg = (—2)1)1 + (—0.5)’02 + lvs,
e3 = 0e; +0es + leg = (—3)1)1 + (—1.5)’1]2 + 2vg

ar plottade i svart.
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Att byta fran standardbasen dér vi representerar vektorer som kolonner

n ey

till egenbasen (eller nagon annan bas) dér vi representerar vektorer som kolonner

a
b
c

)

kallas att gora ett basbyte. Nar vi utfér ett basbyte sa &r det inte bara vara kolonnvektorer
som far nya koordinater, matriserna far ocksa nya matriselement. Kom ihag att varje m x n-
matris representerar en linjir transformation 7' : R™ — R™ enligt ekvationen T'(x) = Az och
matriselementen beror pa vilken bas vi arbetar i, men den underliggande linjara transformationen
ar basoberoende. Vad detta innebér ar att de tva matriserna

0 —4 —6 1 00
Standardbasen: -1 0 =3, Egenbasen: 0 2 0},
1 2 5 0 0 2

representerar samma linjara transformation 7 : R® — R3 i tv4 olika baser. Diagonalmatriser
ar valdigt latta att arbeta med, s& om man undersoker en linjar transformation 7' blir det ofta
enklare om man byter till egenbasen dér transformationen representeras av en diagonalmatris.
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Problem 5.7.6

Los begynnelseviirdesproblemet!® x'(t) = Az(t) for

A:B _ﬂ, az(o):m,tzo.

Notera att origo ar en stationar punkt:
z=0 = z'(t) = A0 = 0.

Avgoér huruvida den stationdra punkten & = 0 ar attraktiv, repulsiv eller en sadelpunkt. Finn
dven den mest attraktiva/repulsiva riktningen.

OBS: Uppgiften &r tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.7.6 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

I5Notera att ekvationen @’(t) = Ax(t) #r visentligen identisk med den tidigare nimna Schrédingerekvationen
d i
—wv(t) = ——-Huo(t
So(t) =~ Ho(t)

som beskriver hur ett kvantmekaniskt system utvecklas 6ver tid.
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Problem 5.7.6

Los begynnelsevirdesproblemet @'(t) = Ax(t) for

A:B _ﬂ, sc(o)zm,tzo.

Notera att origo ar en stationar punkt:

x=0 = x'(t) = A0 = 0.
Avgér huruvida den stationdra punkten & = 0 ar attraktiv, repulsiv eller en sadelpunkt. Finn
dven den mest attraktiva/repulsiva riktningen.
OBS: Uppgiften &r tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 5.7.6 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.

Losning: Idén ar att forst hitta egenvardena Ai, Ao och egenvektorerna vq, v, till matrisen A
och sedan skriva 19sningen x(¢) som en linjirkombination av egenvektorerna:

x(t) = a(t)vy + b(t)vs.

Vi kan gora detta eftersom var matris rakar ha tva linjart oberoende egenvektorer, vilket innebar
att de utgor en bas for R2. Vektorn x(t) forindras over tid, s& dess koefficienter a(t), b(t) ér dven
dem tidsberoende, och vi 16ser differentialekvationen genom att finna uttryck for koeflicienterna.

Fordelen med att skriva x(t) i egenbasen {v1,v2} ar att vi kan utnyttja att basvektorerna &r
egenvektorer till matrisen: Av; = A\jv; och Avy, = Aywy. En direkt utvirdering av differential-
ekvationen ger namligen att

x'(t) = Aw(t) = Ala(t)vy + b(t)vs]
= a(t)Avl + b(t)A'UQ
= a(t)/\lvl + b(t))\g’l)g, (16)

vilket kan jamforas med uttrycket som en direkt berdkning av tidsderivatan x’(t) ger oss:
x'(t) = d (t)vy + V' (t)ve. (17)

Ekvationerna (16) och (17) sammanfaller alltsa, bada ar lika med @’(t), och om vi subtraherar
den ena ekvationen fran den andra far vi nollvektorn:

[a'(t) — Aa(t)]vr + [V () — Aob(t)]ve = &' (t) — @/ (t) = 0.

Vi har alltsa nollvektorn som en linjarkombination av tva linjart oberoende vektorer vy, va, och
enligt sjalva definitionen av linjart oberoende ar linjarkombinationens koefficienter darfér noll:

a'(t)—Xa(t)=0  och  b'(t)— Aab(t) =0.
Dessa ekvationer ar differentialekvationer med losningarna
a(t) = a(0)eM?, respektive b(t) = b(0)e?!.

Ekvationen @'(t) = Ax(t) har alltsa den allménna l6sningen

z(t) = a(0)eMv; + b(0)e 2ty
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Allt vi behover gora for att 16sa uppgiften ar att hitta egenvirdena Ai, A2 och egenvektorerna
v1, U2 till matrisen A samt begynnelsevirdena a(0),b(0). En direkt inséttning av dessa, i formeln
ovan, kommer da ge oss l6sningen pa uppgiften.

Vi har redan gatt igenom hur man hittar egenviarden och egenvektorer till matriser, sa jag skriver
inte ut processen. Det visar sig att var matris A har egenviardena A\; = —1 och Ay = —2, med

respektive egenvektorer
|1 2
Ul - 1 I 'UQ - 3 ’

sa losningen pa ekvationen @’(t) = Ax(t) kan skrivas som

() = a(0)e " m + b(0)e 2 ?,J — [Zggggjig’b’ggiizq .

Begynnelsevirdena a(0) och b(0) hittar vi genom att jamfora med det kénda virdet pa x(0):

B] — 2(0) = [a(O) +2b(0)] N {a(O) =5

a(0) + 3b(0) b(0) = —1°

Losningen ar alltsa
5et — 272
w(t) - |:5€t _ 362t:|

Fundera nu 6ver vad som hédnder med denna vektor 6ver lang tid. Nar tiden ¢ ar véldigt stor sa
ar exponentialerna e~* och e~?* vildigt sma, si vektorn kommer niarmre och nirmre nollvektorn
ju léangre tiden gar. Detta innebér att nollvektorn &r attraktiv, vilket alltid &r sant nar bada
egenvirdena ar negativa.

Figur 30: Losningen x(t) borjar i punkten (3,2) och ror sig mot origo.
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Om egenvirdena istéllet hade varit positiva sa hade exponentialerna e*t* och e*?* blivit stérre och
storre med tiden och vi hade hamnat lingre och langre fran origo, vilket innebér att nollvektorn
hade varit repulsiv. Situationen blir lite mer komplicerad om ett egenvérde ar positivt och ett
ar negativt, i sa fall sdger vi att nollvektorn ar en sadelpunkt. Men i vart fall &r nollvektorn som
sagt attraktiv eftersom egenvérdena ar negativa.

Olika begynnelsevarden a(0), b(0) ger 16sningar (t) = a(t)vy +b(t)ve som beter sig lite olika, och
som i synnerhet ror sig mot origo olika snabbt. Néar man talar om den mest attraktiva riktnigen
s& undrar man hur a(0), b(0) ska véljas for att a(t) ska fardas mot origo sa snabbt som mojligt.
Svaret pa denna fraga ar att lata startvektorn

(0) = a(0)vy + b(0)v2,

peka i samma riktning som egenvektorn med det mest negativa egenvirdet. Eftersom Ao = —2
ar det mest negativa egenvéardet ska x(0) peka i samma riktning som wvs:

Alltsa ar a(0) = 0 och det foljer att a(t) = a(0)e~" = 0 for alla tider ¢. Losningen blir da
x(t) = b(0)e > vy,

Bilden nedan visar hur denna 16sning ror sig spikrakt mot origo. Mest attraktiv 10sning, indeed.

Figur 31: Losningen z(t) = b(0)e~2'v, firdas rakt mot origo, oavsett virdet pa b(0).
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Problem 5.7.12
Lat
-7 10
a=[1 1)

Konstruera den allméanna l6sningen pa ekvationen ' = Az inklusive komplexa egenvarden och
finn sedan den allménna reella 16sningen. Beskriv hur en typisk bana ser ut.
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Problem 5.7.12
Lat
—4 5

Konstruera den allménna 16sningen pa ekvationen ' = Az inklusive komplexa egenvarden och
finn sedan den allménna reella 16sningen. Beskriv hur en typisk bana ser ut.

A=,

Lo6sning: Vi fann den allménna losningen pa ekvationen @’ = Ax i forra uppgiften,
x(t) = age™' vy + bpe?! vy,

och eftersom vi inte antog att egenvéirdena Aj, Ao ar reella sa géller samma 16sning dven om vi
har komplexa egenvirden. De tva egenvirdena ges av den karaktéristiska ekvationen:

det(A—MN)=2?+2x+5=0 = M=—-142i, do=—-1-—2i

och om vi radreducerar matriserna A—\; I respektive A— X! finner vi motsvarande egenvektorer

3—1 3+
v = 9 s Vo = 9 .

Den allmanna losningen pa ekvationen &’ = Ax ar alltsa linjarkombinationen

x(t) = ap [3 ; Z} (7120t 4 [3 ; 1 e(—1-20)

Vi ombads dven hitta den allminna reella 16sningen - idén ar att dela upp den allminna losningen
i en reell och en imaginér term:

x(t) = Re (x(t)) +iIm (x(t)),

dér Re (2(t)) och Im ((t)) &r tva reella vektorer och allting imaginért kommer fran den lilla
koefficienten i framfér andra termen. Vi finner den reella 16sningen via foéljande formel, dar

komplexkonjugatet x(t) fas fran x(t) genom att byta tecken pa varje 1.

Re (@(1) = 3 (e() +20) = “7T% ( [3 N 1 -1+ [3 ; ’] e<—1—2i>t> .

Detta uttryck kanske inte ser ut att vara en reell vektor eftersom vi fortfarande har en massa i:n
Overallt, men om man matar in detta uttryck i Matlab och utvarderar det for olika véarden pa t
s& mérker man att man bara far ut reella virden pa vektorerna. Alla i:n tar ut varandra.

Vi dr egentligen klara nu, men det gar faktiskt att fa bort alla :n om man anvinder formeln
e TP = ¢%(cos 8 + isin B)

och delar upp de tva vektorerna vy, vo i sina reella och komplexa komponenter:

3—i| (—142i)¢ , |3 (—1-2i) _
P

_ (E’] _ H Z) e’t(cos2t+isin2t> n <m n H z) e*t(cos%fisinzt) -

— 2cos(2t)e " B} +2sin(2t)e ! H
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Den reella losningen kan nu skrivas som

Re (2(t)) = (a0 + bo)e™" 3‘305(222);(‘2?)11(275)

En typisk bana gar i en sorts spiral ned till den attraktiva punkten origo, vilket nedanstaende figur
visar. Man kan &ven se detta om man noterar att de trigonometriska funktionerna i lésningen
héller sig runt relativt sma virden medan exponentialen e~* pressar Re (x(t)) nedat mot origo.

0.6~
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Ovningstillfille 6.2

Problem 6.2.10

Visa att de tre vektorerna

3 2 1
uy = -3 s U = 2 s us = 1 y
0 -1 4

utgor en ortogonal bas for R3, och skriv foljande vektor i denna ortogonala bas:

5

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 6.2.10 i
Lay, 6th edition, men 16sningsmetoden ar densamma.
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Problem 6.2.10

Visa att de tre vektorerna

3 2 1
u; = -3 5 U = 2 5 us = 1 s
0 -1 4

utgdr en ortogonal bas for R3, och skriv fljande vektor i denna ortogonala bas:

5

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 6.2.10 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

Losning: For att se att de tre vektorerna utgor en ortogonal bas berdknar vi skalarprodukterna:
up-uy=3%2+(—3)x2+0x(—1) =0,
upcuz3 =31+ (=3)x1+0%x4=0,
Uz ru3=2%1+2x1+(—1)x4=0.

Alla tre skaldrprodukter ar lika med noll, sa vektorerna &r ortogonala mot varandra. Detta
medfor att vektorerna ocksa &r linjirt oberoende, for om ¢y, co, c3 &r skaldrer sadana att

ciur + cug + cgug = 0, (18)
sa far vi for alla tre index i = 1,2, 3 att
0= u; - 0= u; - (clul + coug + C3U3> =C1U; - U] + CoU; - Ug + C3U; - U3 = CZH’U/1||2

Ingen av vektorerna wu; ar nollvektorn, sa vektornormen ||u;|| &r nollskild och vi drar slutsatsen
att ¢; = 0. Ekvation (18) kan alltsa bara vara uppfylld om alla tre skaldrer &r lika med noll, sa
per definition &r vektorerna linjart oberoende.

De tre vektorerna i, us,us utgdr alltsd en ortogonal bas for R3, s& allt som Aterstar &r att
skriva vektorn & som en linjarkombination av dessa:

ciuy + coug + cs3uz = .

Vérdena pa skaldrerna c¢; kan vi hitta med hjélp av en fiffig metod: For ¢ = 1,2, 3 har vi
u; -

U T = U+ <61u1+62u2+63u3> = ciflug|? = Ci = w2
(2

Om vi tillimpar denna formeln pa vara vektorer sa far vi skaldrerna

Cup-x 3%54+(=3)x(=3)+0x1 24 4
Tl 32 1 (—3)2 1 02 T 18 3

Cugrx 2%542x(=3)+(=1)x1 3 1
2T w2 22 22  (—1)2 R

Cuz-x 154+ 1%(=3)+4x1 6 1
ST Jusl? ~ 12+ 12 + 42 BETES

och det ar latt att kontrollera att dessa siffror stimmer:
4

iy, 4l
—U — U —U3 — &.
313723
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Problem 6.3.8

Lat W vara det delrum till R? som spinns upp av vektorerna

1 -1
u; = 1 s Uo = 3
1 -2
Skriv vektorn
-1
y=141,
3

som en summa av en vektor i W och en vektor som &r ortogonal mot W.

OBS: Uppgiften &r tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 6.3.8 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.
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Problem 6.3.8

Lat W vara det delrum till R? som spinns upp av vektorerna

1 -1
u; = 1 s Uo = 3
1 -2
Skriv vektorn
-1
y=141,
3

som en summa av en vektor i W och en vektor som &r ortogonal mot W.
OBS: Uppgiften &r tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 6.3.8 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.

Losning: Vi anvander oss av The Orthogonal Decomposition Theorem pa sida 392, som séger
att om {uy,us} dr en ortogonal bas fér W sa kan vektorn y skrivas unikt som y = g + z, dér

§= y‘ulu + Y-
= 1
[ || [[ua?

UQGW

och z = y — ¢ ar ortogonal mot W.
De tva vektorerna w1, us i uppgiften ar redan ortogonala, sa vi kan tillampa teoremet omedelbart:

(—1)*1+4>«<1+3*1u (=) x(=1)+4%x3+3x(-2)
12 +12 412 ! (C1)2 132+ (—2)72

. 1
Y= (%] :2U1+§U2.

Vektorns ortogonala dekomposition &r alltsa y = ¢ + z dar

3/2 —5/2
9=17/2|, z=y-9=|1/2
1 2

Notera att de tva komponenterna indeed ar ortogonala:

7] z—é* _§ +z*1+1*2—_E+Z+§—0
Yy-z2=3 2) " 2%3 R B
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Problem 6.3.12

Finn den narmaste punkten till

3
-1
y - 1 9
13
i det delrum W som spanns av vektorerna
1 —4
-2 1
v = 1| V2 = 0
2 3

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 6.3.12 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.
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Problem 6.3.12

Finn den narmaste punkten till

3
-1
y - 1 9
13
i det delrum W som spanns av vektorerna

1 —4
-2 1
v = 1l V2 = 0
2 3

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 6.3.12 i
Lay, 6th edition, men losningsmetoden ar densamma.

Losning: The Best Approzimation Theorem pa sida 352 i kursboken séger att den nérmsta
punkten till y i delrummet W ar den ortogonala projektionen §. Med andra ord,
ly =9l <lly -

for alla vektorer v € W sadana att v # §. Uppgiften ber oss saledes att berdkna den ortogonala
projektionen § och detta ar en enkel uppgift: eftersom vektorerna vy, vy utgodr en ortogonal bas
for delrummet W séa kan vi anvanda formeln i The Orthogonal Decomposition Theorem.

—1

N Y- v Y- V2 -5
= = 3 =

Yo o o2 =0 T2 T |3

9

Vi dr nu klara men for att verkligen illustrera att The Best Approximation Theorem fungerar sa
kan vi testa att jamfora ||y — §| med ||y — v|| f6r ndgon vektor v € W, exempelvis v = v1 — vs.

[4
N 4
ly =gl =11, | = V42 +42 + 42 + 42 = /64 = 8,
4
[—2
2
ly = (1 —v) =] § | = /(=2)2 + 22 + 22 + 142 = /208 > 8.
14

Hér ar alltsa ett konkret exempel pa att ||y — 9| < [ly — v|| for varje v # ¢ i delrummet W.

217



Ovningstillfille 6.2

Problem 1.4.14
Lat

2
-3
2

5 8
, och A=10 1
1 3

7
-1
0

MVE/65

Ligger u i rummet av de vektorer som spanns av kolonnerna i A? Varfor eller varfor inte?
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Problem 1.4.14
Lat
2 5 8 7
u=|-3]|, och A=10 1 -1
2 1 3 0

Ligger w i rummet av de vektorer som spanns av kolonnerna i A7 Varfor eller varfér inte?

Losning: Vi ska alltsa undersoka om w ligger i kolonnrummet Col A. En av flera méjliga metoder
for att besvara denna fraga &r att tillimpa Theorem 3 i kapitel 6.1:

(RowA)" =NulA  och  (ColA)" = NulAT.

Med andra ord kan vi undersoka huruvida w &r ortogonal mot alla vektorer i nollrummet Nul AT,
i sa fall ligger u i kolonnrummet Col A. Som tur ar behdver vi inte berdkna den inre produkten
mellan v och samtliga odndligt manga vektorer i nollrummet for att se huruvida de ar ortogonala,
det racker att hitta en bas for nollrummet och underséka huruvida w ar ortogonal mot de éndligt
manga basvektorerna. Detta dr en av manga fordelar med att arbeta med baser.

Vi undersoker nollrummet Nul A7 genom att 16sa ekvationen AT« = 0 via radreducering:

5 0 1 1 0 1/5 1 0 1/5 1 0 1/5
AT =18 1 3|~|8 1 3|~|0 1 7/5|~1]0 1 7/5
7 -1 0 7 -1 0 0 -1 -7/5 00 0

Den radreducerade matrisen svarar mot ekvationssystemet

1
1 1 = —=2
m1—|—5x3=O ! 577
7
7 ’ A Ty = —_T3 ’
x2—|—5x320 5

x3 = fri variabel

vilket innebér att varje 16sning pa ekvationen A”x = 0 kan skrivas pa formen

X1 71/5

r = (To| = T3 —7/5
I3 1
b

Nollrummet ar saledes endimensionellt, med en bas som utgors av vektorn b. For att undersoka
om u ligger i kolonnrummet Col A racker det alltsa att kontrollera huruvida w ar ortogonal mot
denna basvektor till Nul AT

~1/5
u-b=[2 -3 2| |-7/5 :2*(_1/5)+(_3)*(_7/5)+1*2:wﬂ'
1

Vektorn u #r alltsé inte ortogonal mot Nul AT och dérfor ligger u inte i kolonnrummet Col A.
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Problem 6.4.12%

Finn en ortogonal bas for kolonnrummet till matrisen

1 3 5
-1 -3 1
A= 0 2 3 :[’Ul V2 ’03].
1 5 2
1 5 8

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 6.4.12 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.
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Problem 6.4.12%

Finn en ortogonal bas for kolonnrummet till matrisen

1 3 5
-1 -3 1
A= 0 2 3| = ['1)1 (5) ’1)3] .
1 5 2
1 5 8

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition. Siffrorna skiljer sig nagot fran Problem 6.4.12 i
Lay, 6th edition, men l6sningsmetoden ar densamma.

Lo6sning: Vi borjar med att radreducera matrisen for att hitta pivotkolonnerna, vilka utgdr en
bas for kolonnrummet. Om denna bas inte redan &r ortogonal sa kan vi anvinda basvektorerna
for att konstruera en ortogonal bas via Gram-Schmidt metoden. Radreducering ger

1 3 5 1 3 5
-1 -3 1 0 2 3
0 2 3] ~ |0 0 6
1 5 2 0 0 0
1 5 8 0 0 0

Alla tre kolonner &r alltsa pivotkolonner och kolonnrummet &r saledes tredimensionellt, men
kolonnerna &r inte ortogonala mot varandra. Idén med Gram-Schmidt ar foljande:

Lat W7 vara det endimensionella delrum som spénns av den forsta kolonnvektorn w; = v1. Den
andra kolonnvektorn v kan skrivas som sin projektion pa Wi plus dess ortogonala komplement:

02:172+UQ dar ﬁzEWl och f)Q'UQZO.

Vi har nu tva stycken ortogonala vektorer u; = vy och us = vy — 5. Vi finner den tredje vektorn
pa samma satt: Lat Wy vara det tvadimensionella delrum som spanns av wp, us och dela upp
den tredje kolonnvektorn vs i sin projektion pa W5 och dess ortogonala komplement:

v3 = D3 + U3 dar v3 € Wy och 3-us =0.

De tre vektorerna w,us,us bildar da en ortogonal bas fér kolonnrummet.

Lat oss nu ta reda pa hur vektorerna ser ut. Den forsta vektorn u; &r som sagt den forsta
kolonnvektorn:

1
1

u; =

»-n»—lo|

Den andra vektorn far vi via projektionen pa Wi:

3 1 -1

o -3 -1 1

ngvg—ﬁgzvg—ﬁulz 2 —4 0 = 2
uy

) 1 1

) 1 1
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Den tredje vektorn far vi via projektionen pa Ws:

5 1 —1 3
N V3 - Uy V3 - U 1 7 -1 3 1 3
U3 = V3 — V3 = V3 — 2’LL1— 2UQ= 3| — = 0 - = 2 = 0
[l | [|usal 2 2 1 2 1 -3
8 1 1 3
En ortogonal bas for kolonnrummet ar alltsa
1 -1 3
-1 1 3
u; = 0 s Ug = 2 s us = 0
1 1 -3
1 1 3

222



Ovningstillfille 7.1 MVE}65

Ovningstillfille 7.1
Problem 6.5.12

Lat

A= 1

0

DO
D= O R
|
—_
WO O w

(a) Bestam den ortogonala projektionen av b pa kolonnrummet Col A.

(b) Bestdm minstakvadratlosningen pa ekvationen Ax = b.
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Problem 6.5.12

Lat
1 1 2 3
2 0 -1 9
A= 11 ol och b= 9
0 2 -1 3

(a) Bestam den ortogonala projektionen av b pa kolonnrummet Col A.
(b) Bestdm minstakvadratlosningen pa ekvationen Ax = b.
Losning:

(a) For att berdkna den ortogonala projektionen av b pa Col A sa behéver vi en ortogonal bas
for kolonnrummet. Kom ihag att pivotkolonnerna utgor en bas, som vi kan gora ortogonal
med hjalp av Gram-Schmidt metoden.

Radreducering ger att

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 0 1 1 00

A= 2 0 -1 N 0 -2 -5 N 0 1 Ly 0 1 1 N 010
-1 1 0 0 2 2 0 -2 -5 0 0 -3 0 0 1)°
0 2 -1 0 2 -1 0 2 -1 0 0 -3 0 0 0

alla tre kolonner aq, as,as ar alltsa pivotkolonner; matrisen A har full rang. Kolonnerna
ar dessutom redan ortogonala vilket innebér att vi inte behdver anvianda Gram-Schmidt:

1

al'a2:[1 2 -1 0] (1) =14+40-14+0=0,
2
2

airaz=[1 2 -1 0] _01 =2-24+0+0=0,
-1
2

ay-az=[1 0 1 2| 1| =2+0+0-2=0
-1

Den ortogonala projektionen av b pa kolonnrummet Col A ar saledes

1 1 2 3

~ b-a; b-as b-as 12 | 2 18 |0 —6 | —1 5
b= == = _

aloa1a1+a2~a2a2+a3'a3a3 6 -1 6 1 + 6 0 1

0 2 -1 7

(b) Vi har nu gjort majoriteten av arbetet som krévs for att hitta minstakvadratlésningen. Pa
sidorna 406-407 i Lay, 6th Edition beskrivs namligen hur & ar en minstakvadratlosning till
Ax = b om och endast om & 16ser ekvationen

Az =b, (19)
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déir b ir den ortogonala projektionen av b pa kolonnrummet Col A, alltsa den vektor som vi
berdknade ovan. Vi behover alltsa bara 16sa (19) genom radreducering av matrisen [A | b]:

1 1 2 3 1 1 2 3 11 2 3
> 2 0 -1 5 0 -2 -5 -1 0 0 -3 3
ATOI=170 1 o 1|~fo 2 2 4|~ fo1 1 2~
|0 2 -1 7 0o 2 -1 7 0 0 -3 3
1 1 2 3 1 01 1 1 0 0 2
01 1 2 01 1 2 01 0 3
0 0 -3 3 0 01 -1 0 01 -1
00 0 0 0 00 O 0 00 O
Denna matris svarar mot ekvationssystemet
T, =2 2
T =3 = =3,
T3 =—1 -1
och vi kan enkelt bekréfta att denna vektor faktiskt 16ser ekvation (19):
1 1 2 9 3
. 12 0 -1 5] ¢
A=\ 1 _31 1| =%
0o 2 -1 7
Minstakvadratlosningen pa ekvationen Ax = b ar saledes
2
=131,
-1
med felmarginalen
3 3 0
. —4
lAz b = | [ — o] I =1 | Zg| Il = VO + (42 (-8)F + 4% = VG = 4G,
7 3 4
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Problem 6.6.3

Finn den linje y = By + B1x som bést approximerar datapunkterna

(—1,0), (0,1), (1,2), (2,4).
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Problem 6.6.3
Finn den linje y = By + B1x som bést approximerar datapunkterna

(=1,0), (0,1), (1,2), (2,4).

Lo6sning: Borja med att ge datapunkterna namn:

(
(z2,2) = (0,1),
(1'3,1,/3) - (132)7 (20)
(334,3/4) = (2’4)

I en perfekt varld skulle alla fyra punkter ligga pa samma linje y = By + S1x, men i allménhet kan
punkterna vara utspridda lite varstans i planet utan att ligga pa nagon gemensam linje. Istéllet
hoppas vi finna en linje som approximativt beskriver datan:

Y1~ fo + Praa,
Y2 = fo + Prz2,
ys = Po + Brzs,
Ya = Po + Piza.
Approximationer kan vara svara att arbeta med eftersom tecknet ~ inte ger nagon information om

hur bra approximationen ar. Istéllet gor vi ekvationerna exakta genom att lagga till felmarginalen
€; = Y; — Bo — P1x; som en explicit term:

y1 = Bo + frr1 + €1,
Y2 = Po + P12 + €2,
ys = Bo + Prw3 + €3,
Ya = Bo + G174 + €4.

Dessa ekvationer kan sammanstallas till matrisekvationen

n 1z €1
y2| _ |1 @ {ﬁo} 4 |€
Y3 1 z3| B €3]’
Y4 1 x4 €4
vilken mer kortfattat kan skrivas
y=XB+e.

Malet &r att finna den vektor B som minimerar felmarginalen €. Det finns faktiskt manga olika
tillvigagangssétt att minimera felmarginalen, beroende pa hur man méter felmarginalens storlek,
men ett naturligt sétt dr att minimera langden ||€|| pa felmarginal-vektorn e. Om vi nu léser ut
felmarginalen fran ovanstaende ekvation, € = y — X3, sa innebér detta att minimera

ly — X3l

Detta ér ekvationen ||b— Ax|| uttryckt med andra bokstéver, och vi vet hur man minimerar den:
Minstakvadratmetoden. Enligt Theorem 13 pa sida 407 i kursboken Lay, 6th Edition berdknar
vi minstakvadratlosningen genom att losa ekvationen

XTxp=XxTy.
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Om vi nu ersitter ; och y; med de faktiska datapunkterna (20) sa far vi

1 -1
re |1 1 1 1][1 0| _[4 2
XX=10 01 2/t 1|72 6
1 2
- __0_
v [1 11 1)1 [T
XY=11 0 1 2|2 = [10]
4

Ekvationen som vi forsoker 16sa, X7 X3 = X7y, forenklas alltsa till

s 5]

och som i alla andra uppgifter i denna kurs 16ser vi ekvationen genom radreducering;:

4 2 7 1 3 5 1 3 5 1 3 5 1 0 11
2 6 10 4 27 0 —-10 -13 0 1 1.3 0 1 13|°

Losningen ar med andra ord

1.1
o= 1)
med felmarginalen
0.2
—0.1
lell = lly = XBI =1l | _y 4| = V/(0-2)2 + (=0.1)2 + (~0.4) + (0.3)2 & 0.5477.
0.3
_ ,
/
/
/
4 ) /éa(%’
INS
/%
/,
"y
3 .y
‘Y
// Q’
/
/
2 - / @
/
/
/
/
16
/
/
/
| | & / | | | |
3 2 1 1 2 3 4
/
/
/
// Tr
/
/
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Problem 7.1.20

Utfor ortogonal diagonalisering av den symmetriska matrisen
5 -8 4
A=1-8 5 -4
4 -4 -1

Finn med andra ord en ortogonal matris P och en diagonal matris D saddana att A = PDPT.
Till er hjalp har ni matrisens egenvarden A\; = —3 respektive Ao = 15.
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Problem 7.1.20

Utfor ortogonal diagonalisering av den symmetriska matrisen

5 -8 4
A=1|-8 5 -4
4 -4 -1

Finn med andra ord en ortogonal matris P och en diagonal matris D sddana att A = PDPT.
Till er hjalp har ni matrisens egenvarden A\; = —3 respektive Ay = 15.

Loésning: En kvadratisk matris P ir ortogonal om dess kolonner ér ortonormala.® En egenskap
hos ortogonala matriser ar att deras transponat sammanfaller med deras invers:

pPT = p—1,

Detta ar en mycket trevlig egenskap eftersom transponat &r triviala att berdkna - det ar ju bara
att vrida pa matrisen, en uppgift som datorer kan utfora pa nanosekunder. Direkt berdkning av
matrisinverser diremot, till exempel genom radreducering [P | I| ~ [I | P~!], kan ta lang tid om
matrisen ar stor. Hursombhelst, lat oss borja med uppgiften.

Som namnet antyder bestar ortogonal diagonalisering av tva steg:
1. Diagonalisera matrisen som vanligt, genom att finna egenvarden och egenvektorer,

2. Tillampa Gram-Schmidt pa egenvektorerna och normalisera de resulterande vektorerna for
att gora dem ortonormala mot varandra.

Eftersom vi kénner till matrisens egenvirden A sa inleds diagonaliseringsprocessen med att finna
motsvarande egenvektorer. Vi finner dem genom att radreducera matrisen A — A1, eftersom detta
ger oss losningarna v pa ekvationen (A — AI)v = 0 som ar ekvivalent med egenvirdesekvationen

Av = .
Vi borjar med egenvardet Ay = —3:
8§ -8 4 2 -2 1
A+3I=|-8 8 —4{ ~ (0 0 O = 2v1 —2vs +v3 =0.
4 -4 2 0 0 O

Genom att 16sa ut vs fran denna ekvation sa kan vi skriva egenvektorn pa formen

U1 (%1 1 0
v= |va| = Vg =v1 | 0| 4vy |1
U3 —21}1 + 2’02 —2 2
—_— =~
V1 V2
Vektorerna vy, vo utgor saledes en bas for egenrummet till Ay = —3.

Nu tar vi det andra egenvérdet Ay = 15:

10 -8 4 10 -2 oy — P = O
A—151=|-8 —10 -4|~l0 1 2| = ,
4 —4 —16 00 0 vz +2v3 =0

16Det kan tyckas att ortonormal matris vore ett mer lampligt namn. Tyvirr behéver vi acceptera att namnet
ortogonal matris har blivit standard.
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vilket ger egenvektorn

1 2v3 2

v= |vo| = | -2v3| =v3 |2

V3 V3 1
——

Vi har nu alla ingredienser som krévs for diagonalisering av matrisen A, men inte for ortogonal
diagonalisering. Egenvektorerna vi,vs ar namligen inte ortogonala mot varandra:

vicvp=[1 0 =2 =1x0+0x1+(-2)%x2=—4#0.

N = O

Déremot &r bada vektorerna ortogonala mot vs:

2
vicvg=[1 0 —2] | =2 =1%240%(=2)+(-2)*x1=0,
1
2
varvg=1[0 1 2] [=2] =0%2+1%(-2)+2x1=0.
1

Detta demonstrerar en egenskap hos symmetriska matriser som bevisas i Theorem 1 pa sida 444 i
boken: Om tva egenvektorer till en symmetrisk matris har olika egenvirden sa dr de ortogonala.

For att uppna ortogonal diagonalisering behéver vi endast tillampa Gram-Schmidt processen pa
egenvektorerna v, v2. Processen kommer ge tva nya, ortogonala egenvektorer med egenvardet
A1 = —3 och enligt Theorem 3 ovan sa kommer dessa nya vektorer fortfarande att vara ortogonala
mot v3. Slutresultatet kommer alltsa vara tre ortogonala egenvektorer till matrisen A och efter
normalisering kommer dessa egenvektorer, tillsammans med respektive egenvarden, att utgora
den ortogoala diagonaliseringen.

Forsta steget i Gram-Schmidt processen ar att helt enkelt behalla den forsta vektorn: Vi sétter
u; = vp.

Det andra steget ar att projicera vo ner pa den linje som genereras av u; och sedan subtrahera
projektionen fran wvs:

A 0 4
Uy = Vo 2 =1l -=o|=215
2 2

el

Man kan sdga att detta steg elliminerar den del av vy som &r parallell med w; och lamnar bara
den del av v5 som ar ortogonal mot u;. Indeed, vektorerna &r faktiskt ortogonala:

4

1 1

wew =210 2] |5 = £(1x4+0x5+(-2)x2) =0.
2

Berékning av matrisprodukten Aug bekréaftar dven att us dr en egenvektor med egenvirde —3, sa
Gram-Schmidt har inte tagit oss utanfér egenrummet. Alltsa har vi tre ortogonala egenvektorer
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och nésta steg ar att normalisera dem:

MVE/65

r_1
. 1 1 \f
U = 7—Uy = —F—=uUy = s
fual™ = V5 2
A
[_4_
3v5
2 H’U,QH 2 3 2 ; )
L3v5
[ 2
3
. 1 1 2
b3 = ——w3=—-v3 = |—2
P sl P87 °
1
L 3

Vi har nu tre ortonormala egenvektorer, sa om vi definierar matriserna

1 4 2
Vs 3vE 3
P=[an @ &]=|0 ¥ -2,
2 2 1
VB 35 3
A1 -3
D= A = -3 ,
Ao 15

kommer matrisen P automatiskt att vara ortogonal (P_1 = PT) och vi ar garanterade relationen

A= PDPT.
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(3vriga uppgifter

Problem 1.7.40

Avgor huruvida foljande pastaende &r sant och motivera i sa fall varfor. Om pastaendet ar falskt,
ge ett motexempel.

Pastdende: Om vy,...,vs € R* och v3 = 0, s& ir mingden {vy, vs, v3,v4} linjért beroende.
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Problem 1.7.40

Avgor huruvida foljande pastaende &r sant och motivera i sa fall varfor. Om pastaendet ar falskt,
ge ett motexempel.

Pastdende: Om vy,...,vs € R* och vz = 0, s& ir mingden {v;, vs, v3,v4} linjért beroende.

Losning: Enligt definitionen &r en méngd vektorer {wy, ..., w,} linjirt oberoende om
aywy + -+ a,w, =0 = ap =0y = =ay, =0.

Méngden {wy, ..., w,} ir alltsa linjart beroende om det finns fler &n detta sitt att skriva nollvek-
torn 0 som en linjirkombination av vektorerna w, . .., w,. I vart fall &r méngden {vy, vo, v3, v4}
linjart beroende eftersom

Ovy + Ove + 1vg 4+ Ovg = v3 =0,

eller mer allmént
0’U1 + O'UQ + a3v3 + 0’04 = Q3V3 = 0430 = 0,

for godtyckligt ag € R. Det finns med andra ord odndligt manga olika sétt att skriva nollvektorn
som en linjarkombination av vektorerna vy, ve, v3, vy - ett sétt for varje varde pa as.
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Problem 1.8.2
Lat
S5 0 0 1 a
A=lo 5 o|, w=|0]|, w=|b
0 0 5 —4 c
Definiera funktionen T : R?* — R3 genom T(z) = Az. Hitta T(u) och T'(v).
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Problem 1.8.2

S 0 0 1 a
A=|0 5 0], u= |0 |, v= |b
0 0 .5 —4 c

Definiera funktionen T : R® — R3 genom T'(z) = Az. Hitta T'(u) och T'(v).

Lo6sning: Uppgiften blir ganska enkel om man skriver ut matriserna och vektorerna explicit:

S5 0 0 1 S5x14+0%x040x*(—4) .5
Tu)=Au= |0 5 0 0|=[0%x1+.5%x04+0%(—4)| =0 | =.5u.
0 0 5| |4 0%1+0%0+.5%(—4) —2

Vi behovde alltsa bara utfora matrismultiplikationen. Pa samma satt far vi

S 0 0 a Sxa+0xb+0x*xc .5a
Tv)=Av=1|0 5 0| |b| =|0xa+.5xb+0xc| = |.5b| = .5v.
0 0 5| |c Oxa+0xb+ .5xc .be

Vi dr nu klara och du kan ga vidare till ndsta uppgift, om du inte ar nyfiken pa lite...

Kuriosa: Tidigare har vi ofta tolkat matriser i termer av linjara ekvationssystem men denna
uppgift visar en annan anvandning: matriser kan anvéndas for att representera sa kallade linjdra
transformationer, funktioner T : R™ — R"™ som transformerar vektorer pa ett linjart vis. Om
man exempelvis vill definiera en funktion T : R? — R? som roterar en godtycklig vektor v € R?
vinkeln 7/6 radianer moturs, sa kan man matrismultiplicera vektorn med rotationsmatrisen

cos(m/6) —sin(m/6)
sin(w/6)  cos(m/6) |’

Med andra ord &r T'(v) = Rv. Linjéra transformationer anvinds Gverallt inom sa gott som alla
matematikomraden, sa faktumet att matriser och linjara transformationer ar tva sidor av samma
mynt gor matriser vdldigt anvindbara.

0.8 [
0.7 -

0.6

05 Rv
04l
03t
02|
/6
01 v
0 \ \ \ \ \ \ \ \
o1 02 03 04 05 06 07 08
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Man kan exempelvis modellera kvantdatorer genom att lata ettor och nollor representeras av
vektorer som vi kallar |1) resp. |0). Tillstandet hos en qubit representeras av en linjairkombination

) =al0) +b[1),

dér a, b ar komplexa tal. Olika vérden pa a och b ger olika tillstand |¢) och vi far information om
var qubit genom att undersoka vilket tillstand den befinner sig i. Kvantdatorn utfor berakningar
genom att multiplicera tillstandet |1)) med vissa typer av matriser U, vilket alltsa transformerar
ett input-tillstand [¢) till ett output-tillstand |¢)') = U |¢). Om vi antar att

1 0 a
sa kan en NOT-gate, som transformerar nollor till ettor och vice versa, skrivas som matrisen
0 1

Indeed,
{0 1) 1] _{0x14+1x0] (O
ovor =3 4] o] = [0 0] = i) -

|0 1}]0]  [0%x041x1| (1]
Unor|1) = {1 0} H B {1*0+0*1} B {0] =10
Datorer konstrueras mer eller mindre som en lang sekvens av NOT-gates, AND-gates, OR-gates

och andra logiska portar som transformerar ettor och nollor, och i kvantdatorer modellerar man
alltsa dessa portar som olika linjara transformationer - vilket innebar matrismultiplikation.

Marks det att jag tycker det har ar riktigt coolt? Linjira transformationer ar guld véarda.
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Problem 1.9.77

Avgodr huruvida transformationen
T:R3 — R?, T(x1, 22, 23) = (1 — dxo + 423, 2 — 623) = A
ar injektiv (one-one) samt surjektiv (onto).

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition men finns inte med i Lay, 6th edition.
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Problem 1.9.77

Avgor huruvida transformationen
T:R3 — R?, T(z1,22,23) = (x1 — bxe + 43, T2 — 623) = Ax
ar injektiv (one-one) samt surjektiv (onto).

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition men finns inte med i Lay, 6th edition.

Losning: Nér vi skriver « och T'(x) som kolonnvektorer sa kan vi hitta standardmatrisen:

L1 T
777 . . S Sxo + 4x3 . 1z — bxo + 43 . 1 -5 4
[? ? ?} 2 _Aw_T(w)_{ 2y —6xs | |0z +lws—6x3) [0 1 -6 |T2]
X3 Z3
A

det vill saga

1 -5 4
A‘{o 1 —6]'

Theorem 12 pa sida 78 séiger att den linjara transformationen 7' &r
(a) injektiv om och endast om standardmatrisens kolonnvektorer a1, as, as ar linjért oberoende.

(b) surjektiv om och endast om standardmatrisens kolonnvektorer spinner R?, det vill siiga
om och endast om varje vektor b € R? kan skrivas som en linjirkombination

b= r1a1 + Toao + x303. (21)

Lat oss darfor undersoka dessa fragor. Transformationen &r alltsa surjektiv om ekvationssystemet
T, — bro +4x3 =0
{ r9 — 6r3 =b
har en 16sning for varje vektor )
b= {Z € R?,

och vi kan undersoka detta genom radreducering:

1 -5 4 a 1 0 —26 a—5b
0 1 —6 b 01 -6 b |

Ekvationssystemet blir alltsa

r1 — 26x3 = a — bb PN r1 = 26x3 +a — 5b
To =613+ b

9

.1'2—6.’173:b

vilket har en 16sning for varje véirde pa den fria variabeln x3. Transformationen &r surjektiv.

Transformationen ar ddremot inte injektiv, vilket ovanstaende ekvationssystem avslgjar. Om vi
later b vara nollvektorn genom att sétta a = b = 0, och om vi sedan sétter z3 = 1, sa far vi att

1 -5 4 0
26a; + 6as + a3z = 26 |:0:| +6|:1]+ [—6:| = |:0:| .
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Ekvationen z1a; + roas + r3as = 0 implicerar alltsa inte att x1 = zo = x3 = 0, det finns andra,
nollskilda I6sningar pa ekvationen. Kolonnvektorerna &ar darfor inte linjart oberoende, och enligt
Theorem 12(a) &r transformationen 7' alltsa inte injektiv.

Sammanfattning: Transformationen ar surjektiv men inte injektiv.
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Problem 2.9.77

Vad &ar rangen hos en 4 x 5-matris vars nollrum &r tredimensionellt?

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition men finns inte med i Lay, 6th edition.
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Problem 2.9.77

Vad &ar rangen hos en 4 x 5-matris vars nollrum &r tredimensionellt?

OBS: Uppgiften ar tagen fran Lay, 5th edition men finns inte med i Lay, 6th edition.

Lo6sning: Rangen hos en m x n-matris A definieras som dimensionen pa kolonnrummet,
rank A = dim Col A,
s& vi kan anvinda oss av the rank theorem!” pa sida 159:
rank A 4+ dim Nul A = n.
Var matris har 5 kolonner och nollrummet har dimension 3, sa

rankA=n—dimNul A=5—-3=2.

17Som vi beskrev i en tidigare uppgift kallas detta resultat #ven the rank-nullity theorem.
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Problem 5.1.27

(Sant/Falskt) Om vy och vy ar linjirt oberoende egenvektorer sa har de olika egenvérden.
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Problem 5.1.27
(Sant/Falskt) Om vy och vy ar linjirt oberoende egenvektorer sa har de olika egenvérden.

Losning: Pastaendet ar falskt, v; och vy kan ha samma egenvirde. Till exempel har matrisen
5 0
-0 s

de linjart oberoende egenvektorerna

< el]

som bada svarar mot egenvardet A = 5.
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Problem 5.1.31%*

Forklara varfor en 2 x 2-matris kan ha hogst tva olika egenvarden. Forklara varfor en n x n-matris
kan ha hogst n olika egenvarden.
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Problem 5.1.31%*

Forklara varfor en 2 x 2-matris kan ha hogst tva olika egenvarden. Forklara varfor en n x n-matris
kan ha hogst n olika egenvarden.

Lo6sning: Ett 16sning pa denna uppgift far man genom att titta pa Theorem 2 pa sida 272, som
séger att om wv1,...,v, ar egenvektorer som svarar mot distinkta egenvarden Aq,..., A, sa ar
vektorerna linjart oberoende. Vi kan alltsa inte ha fler &n n stycken distinkta egenvérden eftersom
vi inte kan ha fler 4n n stycken linjart oberoende vektorer i ett n-dimensionellt vektorrum.
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Problem 5.2.24

(Sant/Falskt) Matriserna A och PAP~! har samma egenviirden, for varje inverterbar matris P.
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Problem 5.2.24
(Sant/Falskt) Matriserna A och P~1 AP har samma egenviirden, for varje inverterbar matris P.

Losning: Pastaendet dr sant. Antag att v dr en egenvektor till A med egenvarde A, dvs.
Av = ),
och betrakta vektorn P~1v. D4 giller att

(P'AP) P lo =P 'A(PP ) v=P 'Av=P 'l = AP lv.
1

Vi har alltsa visat att om v ar en egenvektor till A, sa &r P~'v en egenvektor till P~'AP, och
bada egenvektorerna svarar mot samma egenvirde \.

Anmirkning: En konsekvens av detta faktum &r att om A #r diagonaliserbar, A = PDP~!,
s& har D = P~' AP samma egenvirden som A. Matrisen D &r dessutom diagonal,

A1
D =
An
vilket innebar att A1,..., A, ar egenvérdena till D, och alltsa &ven till A. Enligt uppgiften vet vi

ocksa att om v dr en egenvektor till A sa ir P~ v en egenvektor till D = P~1AP. Men eftersom
D i detta fall 4r diagonal sa kommer dess egenvektorer vara enhetsvektorerna:

1 0 0

0 1 0
€] = o €y = o Tty €n =

0 0 1

Detta medfor att P~'v; = ey, att P~ 'vy = ey, och s& vidare. Alltsa maste A ha egenvektorerna
vy = Iv; = (PP ') vy = P (P 'v;) = Pey,

och vy = Pes enligt samma logik, och sa vidare. Om man beréknar dessa produkter ser man att

Py Py - P |1 Py
Pyy Py - P [0 Py

v =Per=| . : . : AT | TPy
Pnl Pn2 e Pnn 0 Pnl

dér py ar den forsta kolonnen i matrisen P. Pa samma sétt dr vo = po och sa vidare. Summan av
kardemumman ar att om A dr diagonaliserbar, A= PDP™', si kommer matrisen P att bestd av
egenvektorena till A och diagonalmatrisen D kommer besta av egenvdardena till A. Annorlunda
uttryckt: For att diagonalisera en matris behover du hitta dess egenvektorer och egenvdrden.
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Problem 5.3.24

(Sant/Falskt) Om A ar diagonaliserbar sa dr A ocksa inverterbar.
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Problem 5.3.24
(Sant/Falskt) Om A ar diagonaliserbar sa dr A ocksa inverterbar.

Losning: Pastaendet ar falskt. For att se detta, sdg att A ar diagonaliserbar,

A=PDP !,
dar D ar en diagonalmatris:
A1
D =
An
Elementen Aq,...,\, ar egenvardena till A. Vad hédnder om vi férséker invertera matrisen A?

Kom ihég att inversen av en produkt av tva matriser ges av (BC)~! = C~1B~!. Detta monster
galler for produkter av godtyckligt manga matriser, sa vi far identiteten

At = (PDP ) = (P ) 'D P =PD P,

Matrisen A~! existerar alltsa om och endast om matrisen D! existerar, dvs. om och endast om
D &r inverterbar. Eftersom D &r diagonal sa kommer dess invers vara

Vi vill undvika att dela med noll, sa matrisen A dr inverterbar om och endast om alla egenvirden
ar nollskilda.

Anméirkning: Enligt the Invertible Matrix Theorem &r en kvadratisk matris A inverterbar
om och endast om dess determinant det(A) # 0. Ett annat teorem séger att determinanten &r
produkten av matrisens egenvarden:

det(A) = g # -+ % Ay

Determinanten &ar alltsa nollskild, och matrisen ar ddrmed inverterbar, om och endast om samtliga
egenvarden ar nollskilda. Precis samma slutsats som ovan, och denna gang behdvde vi inte ens
anta att A ar diagonaliserbar.
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Problem 6.2.27

(Sant/Falskt) Antag att du har en samling vektorer som &r ortogonala mot varandra. Om du
normaliserar vektorerna sa behover de inte ldngre vara ortogonala.
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Problem 6.2.27

(Sant/Falskt) Antag att du har en samling vektorer som &r ortogonala mot varandra. Om du
normaliserar vektorerna sa behover de inte ldngre vara ortogonala.

Losning: Detta pastaende ar falskt, normalisering paverkar inte ortogonaliteten hos vektorerna.
Ség till exempel att w och v &r ortogonala mot varandra: w - v = 0. Nar du normaliserar en
vektor sa delar du bara vektorn med dess langd, sa lat oss se vad som hénder nér vi multiplicerar
(eller delar) vektorerna med varsin skalér a, b:

(au) - (bv) = ab(u - v) = ab*x 0= 0.

Vektorerna ar fortfarande ortogonala mot varandra.
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Practice Problem 1.5.3

Antag att p ar en 16sning pa ekvationen Ax = b. Lat nu v, vara en godtycklig 16sning pa den
homogena ekvationen Az = 0 och definiera w = p + v;,. Visa att denna vektor w ocksa ar en
16sning pa ekvationen Ax = b. Los uppgiften med hjélp av Fredholms sats, dvs. Theorem 6.1.3:

Fredholms sats: Lat A vara en godtycklig matris. Det ortogonala komplementet till radrummet
Row A samt kolonnrummet Col A ges av

(Row A)* = Nul A resp. (Col A)* = Nul AT.
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Practice Problem 1.5.3

Antag att p ar en 16sning pa ekvationen Ax = b. Lat nu v, vara en godtycklig 16sning pa den
homogena ekvationen Az = 0 och definiera w = p + v;,. Visa att denna vektor w ocksa ar en
16sning pa ekvationen Ax = b. Los uppgiften med hjélp av Fredholms sats, dvs. Theorem 6.1.3:

Freholms sats: Lat A vara en godtycklig matris. Det ortogonala komplementet till radrummet
Row A samt kolonnrummet Col A ges av

(Row A)* = Nul A resp. (Col A)* = Nul AT.

Losning: Att anvdnda Fredholms sats pa denna uppgift ar egentligen overkill, men lat oss 16sa
uppgiften dnda. Teoremet siger att varje vektor w € R™ kan skrivas pa formen

w =&+ vy, (22)

diir & € Row A och vy, € (Row A)+ = Nul A. Nollrummet bestar ju av alla vektorer = sddana att
Az = 0, och vi kan dérfor tolka nollrummet som 16sningsméngden pa den homogena ekvationen.
Om vi nu antar att & 16ser ekvationen Ax = b, och vi tar i atanke allting som vi precis har sagt,
s& ger uppdelningen (22) att

Aw = A(& +vp) = AL+ Avp, =b+0=0b.

Vektorn w = & + v;, ar alltsa ocksa en 16sning pa ekvationen Ax = b. Fran detta perspektiv ser
vi att den allménna 16sningen kan skrivas som en partikuldrlosning i radrummet, & € Row A,
plus en homogen l6sning v;, som ar ortogonal mot partikulérlosningen &.
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Tentauppgifter

Hér finnes uppgifter fran olika gamla tentor.

Problem 1.
(a) Berdkna

/xsinQ(a:) dz.
(b) Berikna
/2 x dz
o (x+1)(2z+1)
Lo6sning:

(a) For att berdikna integralen behover vi skriva om sin?(x) samt anviinda partialintegration:

/xsinz(x) dx:/x(l_c‘;(?x)> dz = %/mdx—%/xcos(%c) de =

2 - 2 .
ot 1 (xsm(Zm) 3 %/sin(%j) dx) _ xZ _ zsin(2z)  cos(2x) Lo

4 2 2 4 8

(b) For att berdkna denna integral gor vi en partialbraksuppdelning:

x A B
EESICIES) = x+1+2x+1 = x=ARx+1)+B(zx+1) = (2A+B)z+(A+DB),

vilket implicerar att 2A+ B =1 och A+ B = 0. Sétter vi in den andra ekvationen B = — A
i den forsta ekvationen far vi att 24 — A = 1, vilket ger A = 1 och B = —1. Integralen blir

2

2 2
x dx 1 1 1 1
/O @+ D)2z +1) /0 pria e el Rl i Rl |O n(3) = 5 ()
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Problem 2.
(a) Visa att y = 1/x &r en losning till differentialekvationen

1322 + 4z + 2

y' -y + 13y = 5
x
och bestam sedan alla andra 16sningar.

(b) Los integralekvationen

Lo6sning:
(a) Vi borjar med att kontrollera huruvida y = 1/x 16ser den ickehomogena ekvationen i fraga:

1 2 4 13 1322 +44x+2
y=- = y”—4y’+13y:E+P+—:7.

T T 3

Kom ihag att varje 16sning pa differentialekvationen kan skrivas som en partikulérlosning
pa den inhomogena ekvationen plus den allménna I6sningen pa den homogena ekvationen

Yy — 4y’ + 13y = 0.

Hittar vi den allménna lésningen pa denna homogena ekvation sa har vi alltsa alla l6sningar
pa den inhomogena ekvationen, eftersom vi redan har en partikulérlosning y = 1/x.

Vi anséitter y = e"® och far da den karaktaristiska ekvationen
r?—4r+13=0,

vilken har 16sningarna r = 2 + 3i. Den allménna l6sningen pa den homogena ekvationen
ar en godtycklig linjarkombination av dessa tva losningar:

yp = Cle(2+3i)w + 026(2_3i)$.

Den inhomogena ekvationen har alltsa den allménna l6sningen

Y= 1 + C1ePT3r 4 0,230z,
T

(b) Om vi latsas som att det finns en primitiv funktion F(t) till integranden f(t) =
integralekvationen skrivas pa formen

y(x) =x — F(z) + F(2).

Derivata och integral ar ju varandras motsatser, sa om man deriverar en primitiv funktion
F(t) far man tillbaka integranden f(¢). Om vi deriverar bada sidor av integralekvationen,

d
V@) = (e P+ P@) =1 f) =1 - 22,
far vi alltsa differentialekvationen y'(x) = 1 — @ Nér man stOter pa sana uttryck &r

det ofta hjalpsamt att multiplicera bada sidor med x for att bli av med ndmnaren, och
ekvationen kan da skrivas om som
xy +y=uz.
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Vi noterar att vansterledet ar derivatan av xy, via produktregeln, vilket hjélper oss finna y:

/ / x2 C

IR

Vi kan rentav bestdmma virdet pa konstanten C, genom att mata in & = 2 i ekvationen:

2
+§:y(2):2—/2 @dt,

=0

[N )

vilket implicerar att C' = 2. Losningen pa integralekvationen &r alltsa
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Problem 3.

(a) Betrakta parabeln y = 2z — 22 &ver intervallet [0,2]. Berikna volymen av den rotations-
kropp som erhalls néar parabeln roteras ett varv kring y-axeln.

1r
0.8
0.6
0.4

0.2

—y:2x—x2‘

x

(b) Avgor huruvida arean mellan grafen till funktionen f(z) = |x|e™ * och z-axeln ér begrinsad.

Berdkna den i sa fall.
Losning:
(a) Volymen ges genom den allménna formeln

b 2 2
2 1 16 16 8
Vol:27r/ xf(x)dxz?ﬂ/ 2% — g3 do =27 | 22® — at| =2 (2 -2 ) =L
. 0 37 71", 3 4

(b) Kom ihag att man hittar arean mellan en graf och z-axeln genom att integrera funktionen.
Med andra ord ber uppgiften oss att avgora huruvida integralen

o0 2
/ |z|e™™ dx
— 00

existerar, och om integralen existerar sa ska vi berékna dess vérde.

Notera att integranden ar en jamn funktion, dvs. funktionsvardet dndras inte om vi byter
tecken pa z. Vi kan dérfor gora omskrivningen

o 2 o 2 > 2
/ |xle™ da = 2/ |zle™ = 2/ xe™® dux,
—0o0 0 0

vilket ar bra eftersom det 14t oss ta bort absolutbelopp-tecknet i integranden. Lat oss ocksa
skriva om integralen i termer av ett gransvérde:

oo R
2/ ze~® dz = lim 2/ ze~® dz.
0 R—o0 0

Den hér integralen gar att berdkna explicit:

R R
2/ ze~® dz = [—e*“"z} —1— ¢ B,
0 0
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Nar vi later R — oo kommer den andra termen forsvinna, sa vi drar slutsatsen att

> 2 R 2
/ |zle™ dx = lim 2/ ze”® dr =1
R—o00 0

—00

Arean &r alltsa begrénsad och &r lika med 1.
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Problem 4.
Lat
2 -3 —4 k
A=1-5 1 h |, b=|-2
1 5 3 -1

For vilka varden pa konstanterna h och k har ekvationen Ax = b ingen l6sning, en unik 16sning,
respektive odndligt manga 16sningar?

Lo6sning: Sana hér problem 16ser man genom att radreducera matrisen

2 -3 -4 k (2 -3 —4 &k
[Alb]=|-5 1 h -2/ ~ |-10 2 20 -4
1 5 3 -1 2 10 6 -2
2 -3 —4 k
~ |0 13 2n-20 5k—4
0 13 10 k-2
2 -3 —4 k
~ |0 —13 2n—20 5k—4
0 0 2n—10 4k—6

Det gar att radreducera lite till, men uttrycken blir inte mycket enklare.
Varje 16sning pa ekvationen Ax = b maste alltsa uppfylla ekvationssystemet
2.131 — 3%‘2 — 4$3 =k
—132z9 — (2h — 20)x3 = bk — 4
(2h — 10)z3 = 4k — 6
och det finns nagra olika fall beroende pa virdena pa h och k:

Fall 1: Om h # 5 sa existerar exakt en 16sning oavsett vad k har for viarde. Indeed, vi kan 16sa
ut x3 genom att dividera sista raden med 2h — 10 och sen kan vi anvanda det kdnda vérdet
pa x3 for att 16sa ut virdena pa xo och xy.

Fall 2: Om h = 5 och & = 1.5 sa lyder sista raden 0 = 0. Vi far x3 som fri variabel och far
darfor odndligt manga 16sningar, en for varje varde pa zs.

Fall 3: Om h =5 och k # 1.5 sa séiger den sista raden att vansterledet 0 &r lika med nagonting
nollskilt i hogerledet, vilket &r omgjligt. Ekvationen har ingen 16sning.
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Problem 5.

Ange standardmatrisen A till den linjira transformation T : R? — R? som forst utfor en rotation
30° medurs runt origo och sedan speglar kring z-axeln.

Lo6sning: Vi beréknar forst den matris R som utfér rotationen och den matris S som utfor
speglingen. Transformationen 7T som utfor bade rotationen och speglingen kan da representeras
genom multiplikation med bada dessa matriser var for sig:

x — Rx— SRx.

Standardmatrisen for transformationen 7" ar alltsa matrisen A = SR.

Kom ihag att en allménn rotationsmatris har formen

cosf —siné
sinf  cosé |’

R(0) = [

och roterar en godtycklig vektor 6 grader moturs. Att rotera en vektor 30° medurs &r samma
sak som att rotera den —30° moturs, sa rotationsmatrisen vi ar ute efter ar

cos(—30°) —sin(—SOO)] _ {005(300) sin(BOO)} B {\/3/2 1/2 } .

R=R(-30%) = {sin(—?)oo) cos(—30°) —sin(30°) cos(30°)| | -1/2 V/3/2

Vad som hénder nar vi speglar en vektor kring z-axeln ar att vektorns y-komponent byter tecken,
sa matrisen S uppfyller ekvationen

= =sf]=[ =[],

vilket medfor att a = 1,0 =0,c =0,y = —1. Matrisen som utfor speglingen &r alltsa

10
=l 4]

och den matris A som forst utfor rotationen R och sen speglingen S ges av matrisprodukten SR:

1 oH\/ﬁ/z 1/2]{\/:5/2 1/2}

ASR[O —1) |-1/2 V3/2] ~ |12 —V3/2
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Problem 6.

(a) Avgodr huruvida matrisen A = 3} kan diagonaliseras, och ange i sa fall motsvarande

2

3 2
diagonalmatris och transformationsmatris. Kan man svara pa den forsta fragan utan att
berékna egenvektorer? Vilken speciell egenskap har egenvektorer till den matrisen?

(b) Betrakta det system av ordinéra differentialekvationer som ges av ekvationen

r_ 12 3
x' = Ax, A_[?) 2}.

Ange den allménna l6sningen till detta system och bestdm &ven den 16sning som uppfyller

begynnelsevillkoret x(0) = E’] .

Losning:

(a) Ett sitt att se huruvida matrisen ar diagonaliserbar dr att helt enkelt forsoka utfora di-
agonaliseringen och se om man stéter pa nagot problem. Ett snabbare sétt dr att notera
att matrisen &r symmetrisk; symmetriska matriser ar alltid diagonaliserbara, och faktum
ar att egenvektorerna till distinkta egenvarden automatiskt ar ortogonala.

For att diagonalisera matrisen anvéander vi den metod som star i sektion 5.3 av kursboken.
Steg 1: Finn egenvdrdena till matrisen A.
Den karaktaristiska ekvationen
det(A—A)=(2-X)?=32=(—-1-N)(5-))
har l6sningarna A\; = —1 och Ay = 5.

Steg 2: Finn motsvarande egenvektorer.

Egenvektorn vy till egenvirdet A\; = —1 fas genom att l6sa ekvationen (A + I)x = 0.
Vi kan 16sa denna ekvation genom att radreducera matrisen A — \I = A+ I
3 3 1 1
A+l= [3 3} {0 0}

Den forsta raden sédger att elementen i vektorn & uppfyller ekvationen z1 +x2 = 0, sa
varje egenvektor med egenvarde A\; = —1 kan skrivas pa formen

1
r =T |: 1 = T1v1.
dér x, ar en fri parameter.

Egenvektorn vs till egenvirdet Ay = 5 fas genom att 16sa ekvationen (A — 5I)x = 0.
Vi kan 16sa denna ekvation genom att radreducera matrisen A — Aol = A — 51

-3 3 1 -1
A5l = {3 _3] - [O 0].
Den forsta raden sédger att elementen i vektorn & uppfyller ekvationen z1 —xo = 0, sa

varje egenvektor med egenviarde Ao = 5 kan skrivas pa formen

|
T =T 1 = I1V2,



MVE/65

dér z;1 ar en fri parameter.
Steg 3: Skapa matrisen P vars kolonner dr egenvektorer.

Sagt och gjort:
1 1
P = [’Ul ’UQ] = |:1 1:| .

Steg 4: Skapa den diagonala matrisen D vars element dr egenvdarden.

o-f3 213

Kom ihag att egenvérdena i D ska placeras i samma ordning som egenvektorerna i P.

Sagt och gjort:

Dessa matriser & nu garanterade att uppfylla A = PDP~L.

Kom ihag att om en n x n-matris har n stycken linjart oberoende egenvektorer sa kan en
godtycklig vektor skrivas som en linjarkombination av dessa:

T =cCcv+- -+ cpo,.

Egenvektorerna bildar med andra ord en egenbas for R™. I den forra deluppgiften hittade
vi tva stycken (linjart oberoende) egenvektorer till matrisen A, s& det existerar en egenbas
och vi kan skriva 16sningen pa systemet som en linjarkombination

x(t) = a(t)vy + b(t)vs.
Om vi deriverar denna ekvation far vi ut information om koeffcienterna a(t), b(t):
a' (t)vy + b (H)vy = 2'(t) = Az(t) = a(t) Avy + b(t) Avy = Aa(t)vr + Aab(t)vs.

Uttrycken langst till vanster och liangst till hger ar tva linjarkombinationer av egenvek-
torerna vy, vy som representerar samma vektor x’(¢), sd de maste ha samma koordinater:

a'(t) = Ma(t) och b(t)=b(t) = a(t)=a(0)eM® och bt)=b0)e "

Den allménna 16sningen ar alltsa

1

2(t) = a(0)e M oy + b(0)e 2 vy = a(0)e { 11} b(0)e" H .

Lat oss slutligen inféra begynnelsevardet x(0) = ﬁ] . Da far vi ekvationssystemet

] -sor-eo 4] v 755

vilket ger att a(0) = 1 och b(0) = 2. Begynnelsevirdesproblemet har alltsa 16sningen

_—t 1 5¢ 1 _ 67t + 265t
x(t)=e {_1 2e 1 = | Zet 4 065t | -
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Problem 7.

Bestédm en ortogonal bas till det tredimensionella vektorrum som spanns av vektorerna

1 -1 2
1 1 -1
V1 = 1 I Vg = 1 I 'U3 = 1
1 -1 0

Lo6sning: For att hitta en ortogonal bas {u1, us, us} anvinder vi Gram-Schmidt metoden. De
tva forsta vektorerna ar som tur ar redan ortogonala eftersom vy -vo = 0, sa vi kan sétta u; = vy
samt uy = vo och bara tillampa Gram-Schmidt metoden pa den tredje vektorn. Idén ar att skriva
denna vektor som en summa

V3 = ’133 + us

dar 03 ligger i det delrum W som spanns av uj,us och dar ug = vs — U3 &r ortogonal mot W.
Enligt The Orthogonal Decomposition Theorem i sektion 6.3 ges 03 av formeln

U3 - Uy V3 - U2

U3 = u + uy =
up U Uz - Uz
1 -1 1
24+ (=1)+1+0 (=2)+(=1)+14+0 1|1 1|11] _ 10
Tl l+141 M T+14+1+1 27901 21| |o
1 1 1

Den sista basvektorn ar alltsa

2 1 1
. -1 0 -1

U3 = v3 — V3 = 1 - O = 1 9
0 1 —1

och det ar latt att kontrollera att denna vektor ar ortogonal mot de tva andra basvektorerna
w1, uy. Vihar saledes en ortogonal bas for det rum som spéanns av vy, vg, v3.
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Problem 8.

(a) Los begynnelsevirdesproblemet och bestam intervallet i x dér 16sningen ar definierad:

(b) Ange den allménna 16sningen pa ekvationen

y" + 4y = cos(2x).

Losning:

(a) Denna ekvation har separabla variabler. Om vi skriver vénsterledet som gz och latsas som
om detta vore en kvot, sa kan vi multiplicera med dz och dividera med y? pa bada sidor:

d
—‘g:xdx.
Y

Integrerar vi nu bada sidorna far vi
d 1 2
/—g:/xdx = _7:£+C’
Y

och begynnelsevérdet later oss rentav lista ut vardet pa konstanten:

1 1 12 1
—_—_,— = —— = — = —— — :—1.
5 y() " 2 +C = C 5

1
2

. . o . . 2 o .
Om vi nu inverterar bada sidorna av ekvationen f% = % — 1 sa kan vi extrahera y:

1 2x1 2 2

YTTE T T (2o T 22 2o

Losningen é&r alltsa

2
Y=o
Denna l6sning exploderar nir x — £+/2, eftersom vi da kommer nirmare och nirmare att
dela med noll. Losningen y(x) existerar diarfor bara pa det 6ppna intervallet (—v/2,v/2).

(b) Det finns flera sitt att 1sa denna uppgift. Vi testar att hitta en partikulérlosning genom
att forst gora en observation och sedan finslipa via trial and error:

Notera att hogerledet cos(2x) ar en 16sning pa den homogena ekvationen y”’ + 4y = 0. Om
vi istéllet vill att hogerledet ska bli just cos(2z) istéllet for 0 sa kan vi testa att multiplicera
med z och utnyttja produktregeln for derivator, se om det hjalper oss nagonting:

y =xzcos(2x) = y’ = cos(2z) — 2z sin(2z)
= ¢y = —2sin(2z) — 2sin(2x) — 4z cos(2z) =
= —4sin(2z) — 4z cos(Qx)
= —4sin(2z) —

Det foljer att y” + 4y = —4sin(2z). Detta ar inte riktigt vad vi soker, hogerledet ar —4
ganger for stort och borde innehalla cos istéllet for sin, men det ger oss en idé: Vad hénder
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om vi vinder pa steken och istéllet satter y = Cz sin(2x) for nagon konstant C' som vi kan
lista ut i efterhand? Funktionerna sin och cos ar ju varandras derivator, sa att definiera y
i termer av sin istéllet for cos kanske ger oss ett hogerled som innehaller cos istéllet for sin.
Indeed,

y=Czsin(2z) = 1y = Csin(2z)+ 2Cxcos(2z)
= y" =2Ccos(2x) + 2C cos(2z) — 4C'sin(2z) =
= 4C cos(2x) — 4Cz sin(2x)
= 4C cos(2z) — 4y.

Alltsa ar y" + 4y = 4C cos(2x), och sdtter vi nu C = i sa far vi en partikulérlésning:

Yp = zsin@x).

Kom ihag att 16sningen pa den inhomogena ekvationen kan skrivas som summan y = y,+ys
av var partikularlosning v, och en homogen 16sning yy, sa det &r dags att l6sa den homogena
ekvationen y” + 4y = 0. Anséttningen y = ™ ger

0= y// +4y _ r2€rw +4erw _ (7“2 _’_4)67@’

och eftersom e”® aldrig kan vara noll, méaste faktorn r? +4 = 0. Denna andragradsekvation
har rétterna r = £24, varfor den homogena ekvationen har 16sningarna e2** och e~2%?. Den
allmidnna homogena losningen ar séledes en linjarkombination

Un :AeszrBe*Q“,

och den allminna inhomogena 16sningen &r

Yy=yp+yn= % sin(2z) + Ae*™ 4+ Be™ 2" (23)

Anmirkning: Det officiella 16sningsforslaget (2019-08-26) loser uppgiften pa lite annat
satt och kommer fram till svaret

y= g sin(2z) + Cy cos(2z) + Ca sin(2z). (24)
Indeed, vi noterade redan i bérjan av var 16sning att cos(2x) 16ser den homogena ekvationen.

Kopplingen mellan dessa tva svar ges av identiteterna

21 —2x1 2zt _ ,—2xt
cos(2x) = ¢ +2€ ) sin(2x) = %,

som kan bevisas med hjilp av Eulers formel. Man kan alltsa skriva om 16sningen (24) pa
formen (23) (och vice versa) genom en lamplig foréndring av konstanterna:
:C’l—iC’g B:C’1+iC2.

A :
2 2
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Problem 9.
Betrakta féljande matris A och vektor b:

—
SR N

(a) Bestdm om systemet Ax = b ar losbart.

(b) Bestdm bas och dimension hos kolonnrummet Col A.

(c) Betrakta transponatet AT och ange en bas och dimension hos dess nollrum Nul AT.
(d) Avgér om vektorn b ir ortogonal mot Nul A7

Losning:

(a) Vi undersoker systemet Az = b genom att radreducera matrisen [A | b].

11 1 1 111 1 111 1 111 1
(A b] = 1 2 4 -1 N 01 3 -2 N 01 3 -2 N 01 3 -2
13 7 -1 0 2 6 -2 00 0 2 0 00 2
1 4 10 1 0 3 9 0 0 0 0 6 0 0 0 O

Nast sista raden svarar mot ekvationen 0x; 4+ 0xg + 0xs = 2, vilken inte har nagon 10sning.
Systemet dr olosligt.

(b) Kom ihag att pivotkolonnerna utgor en bas for kolonnrummet. Enligt féregaende deluppgift
kan matrisen A radreduceras till

1 1 1
01 3
A~10 0 0
0 0 0
De tva forsta kolonnerna i matrisen A,
1 1
|1 12
'Ul - 1 9 'UQ - 3 I
1 4

utgor alltsa en bas till kolonnrummet, och dimensionen hos kolonnrummet ar darfér 2.

(c) Det officiella 16sningsforslaget (2018-04-04) anvénder en direkt approach som gar ut pa att
finna den allménna 16sningen pa ekvationen A7 = 0. Med andra ord radreducerar man
AT Istallet for att kopiera denna approach rakt av s testar vi nagonting annat:

Fredholms sats siger att Nul A” &r det ortogonala komplement till Col A fran forra deluppgiften:
(Col A)* = Nul AT.

Fredholms sats later oss skapa en bas for nollrummet pa féljande vis:
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Steg 1. Utdka kolonnrummets bas v;, vo till en bas for hela rummet R?, genom att hitta
tva lampliga vektorer vs, v4. Till exempel utgor foljande vektorer en sadan bas:

1 1 1 0
v, = ! vy = 2 v3 = 0 vy = 1
1— 1 ) 2 — 3 Y 3 — 0 ) 4 — 0
1 4 0 0
Bas for kolonnrummet
Steg 2. Tillimpa Gram-Schmidt for att géra om vy, ..., v, till en ortogonal bas for R*:
1
U = v, = !
1 — 1 — 1 bl
1
-3
o — v 'UQ'Ulu —» I—Ou—l -1
2 = U2 7”"«1”2 L= V2= U= 0
3
3
V3 - Uy V3 - Ug 1 n 3 1 |—4
u v — u v3— -Uu — Uy = — ,
T P w22~ 24 10 7 10 |1
2
0
V4 U V4 Uo V4 U3 111
Uy = Uy - - 3 ===
[Jua 2 [[uz]|? [Jus||? 6|2
1
Steg 3. Vektorerna u,,...,us utgdr nu en ortogonal bas for R*, och dessutom utgdr w1, us

en ortogonal bas for kolonnrummet Col A. Om vi later W vara delrummet som spanns
upp av vektorerna wus,uy, sa siger ortogonaliteten hos alla inblandade vektorer att
rummen Col A och W &r varandras ortogonala komplement:

W = (Col A)*,

Faktumet att wy, ..., us utgor en bas for R* innebir nidmligen att varje vektor = € R*
kan skrivas som en linjarkombination

T = C1U] + CoU +C3U3 +C4U4 = Y + Z,
yeCol A zeW

och de bada vektorerna y, z ar ortogonala mot varandra. Men hur &r detta forenligt
med Fredholms sats, som siger att (Col A)* = Nul AT”? Det enda mdéjliga svaret &r
att W och Nul AT &r samma rum:

W = Nul AT.
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Indeed, man kan kontrollera att

14 7 10] |3 0

T 1 —4 0
ATus=— |1 2 3 4 _ |97,

00 1 9 ||t 0

2 0

och
114710(1) 8
ATu,=>11 2 3 4 =
61y 11 1|72 0
1 0

Var tillampning av Gram-Schmidt resulterade automatiskt i en (ortogonal) bas us, w4
for nollrummet Nul A7, Saledes &r nollrummet 2-dimensionellt.

Kommentar: Ni forvintas inte skriva en sahér lang och avancerad 16sning pa tentan,
ni kan anvanda vanlig radreducering precis som den officiella 16sningen. Jag ville helt
enkelt visa en annan, cool 16sningsmetod som samtidigt 14t oss 6va pa Fredholms sats
och Gram-Schmidt metoden.

(d) For att vektorn b ska vara ortogonal mot nollrummet Nul A7, si maste den vara ortogonal
mot alla vektorer i nollrummet. Ett annat sétt att sdga samma sak dr: Sa lange det finns
minst ett element i nollrummet som vektorn b inte ar ortogonal mot, sa ar b inte ortogonal
mot nollrummet.

Vi kénner redan till tva vektorer i nollrummet: Basvektorerna us, uy, sa det ar rimligt att
testa dessa forst. En direkt berdkning visar att b - w3z = 10, sa vektorn b dr inte ortogonal
mot ug och darfor ar b inte heller ortogonal mot hela nollrummet.
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Problem 10.
(a) Berédkna
/xarctan(x) dz.

Notera att arctan(x) betecknas med tan=!(x) i Adams & Essex.

(b) Berikna
1,3
—— dx.
/0 (x2 4 1)2 .

(a) Integranden har ingen kénd primitiv funktion, men arctan &r en san standardfunktion vars

derivata arctan’(z) = H% brukar sta i diverse tabeller. Det lockar darfor att partialintegrera:

Losning:

2 1 2
/xarctan(x) dz = % arctan(z) — 5/ Y de

1+ 22
2 1 /1 21
= x—arctan(x) - ,/L dz
2 2 1+ a2

2 1 1
= %arctan(x) - 5/1 172 dz

z? 1
=5 arctan(z) — 5 (33 - arctan(x)) +C

2 +1

= arctan(z) — g +C.
(b) Denna uppgift skriker partialbraksuppdelning:
*  Az+B  Cz+D

= + .
(2 +1)2 x22+1  (2241)2
Lat oss skriva om hogerledet pa gemensam nédmnare:

Az+B  Cx+D (Az+B)(2?+1)+ (Cz+ D)
241 (2241)2 (x2 4 1)2
A2+ Bx?+ (A4 C)z+ (B+ D)

(2 4+ 1)2

Vi har alltsa likheten

w*  Azd+ Ba? 4+ (A+C)z+ (B+ D)
(22 +1)2 - (2 +1)2

och eftersom bada sidorna har samma n&mnare, maste de ocksa ha samma téljare:
23 = Az + Ba? + (A+ C)x + (B + D).
Konstanterna A, B, C, D maéste alltsd vara saddana att hogerledet blir z3:

A=1, B=0, A+C=0, B+D=0.
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Fran dessa likheter listar vi ut att C = —1 och D = 0. Partialbraksuppdelning blir alltsa

IB €T €T

@2+1)2 22+1 (224 1)2

och integralen kan nu utvarderas:

/1 x3 q /1 T T d
——dor = — T
o (x2+1)2 o #2+1 (22 +1)2

1
1 11 1 1 1\ 1 1
= +1+2——| =(=m@)+>])-(0+2)=2In@) - -
{2n|x+|+2m2+1h (2n()+4> <+2> o) =g
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Problem 11.
(a) Beréikna [;° ze=®" dx.
(b) Lat A = [ sin(Inz) dz. Anvéind partiell integration fér att visa att
A=ce(sinl —cosl)+1—A,
och bestam sedan, med hjalp av detta, viardet pa A.
Losning:

(a) Vi borjar med att skriva om integralen som ett gransvérde:
o0 2 R 2
/ zxe™ ¥ dr= lim re ¥ dux.
3 R—o0 [3
Vi finner den primitiva funktionen via observationen att faktorn e~ har derivatan —Qa:e_zz,
vilket ju &r en multipel av var integrand. Om man vénder pa steken innebéar detta alltsa
att en multipel av e &r den primitiva funktionen till var integrand:

R R
: 1 1 R 1
/ ze=® dz = —f/ ze™ dp = —= {6712} =—= (6732 — 679) ,
3 2 /s 2 3 2

R* 0 niir R — oo. Alltsa ir

[e%s) -9
.2 e
ze ¥ doz = —.
3 2

(b) Uppgiften ber oss anvénda partiell integration, vilket férutsétter att integranden &r en
produkt av tva funktioner. Idén &r att tolka integranden som produkten 1 x sin(lnx) - ett
vanligt trick ndr man integrerar funktioner innehallandes In(z). Partiell integration ger nu

c : . e cd .
A :/1 1xsin(lnz) de = [gc sm(lna:)}1 —/1 T sin(lnz) dz

och vi noterar att e~

= (e sin(lne) — 1sin(In 1)) - / accos(ln(:zc))l dz
1 €T
=esin(l) — / cos(In(z)) da.
1
Vi kan anvanda samma trick for att berdkna ovanstaende integral:
/‘ 1% cos(In(x)) dz = [x cos(ln(m))]e - / xi cos(In(z)) dz
1 1 ; dz
¢ 1
= (e cos(In(e)) — 1cos(ln(1))> +/ zsin(ln(z))— dz
1 x
=ecos(l) —1 —|—/ sin(In(z)) dz
1

=ecos(l) -1+ A.

Om vi nu lagger ihop alla delar far vi resultatet
A =esin(l) — / cos(In(z)) dz = e(sin(1) — cos(1)) +1 — A,
1

vilket skulle visas. Samlar vi bada A-termerna pa samma sida far vi A = w
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Problem 12.

(a) Los differentialekvationen fi—f = e®sint.

(b) Visa att y = €' éir en 16sning till differentialekvationen
y" =2y — 4y =0,
och bestdm sedan alla andra l6sningar.
Losning:

(a) Hogerledet &r en produkt av tva funktioner som beror pa olika variabler, dvs. ekvationen
ar separabel. Med lite abuse of notation kan vi darfor skriva

e ¥ dx = sint dt,

och integrera bada sidor:
—e 7= /e*”” dx = /sint dt = —cost + C.

Multiplicerar vi med —1 och tar logaritmen pa bada sidor sa far vi ned —x fran exponenten,
vilket ger l6sningen'®

x = —In(cost + C).
Vi kan kontrollera 16sningen genom att berdkna dess derivata:

de d . 1 .
E—&<—ln(cost+C)) = (—smt)—msmt

= M(@wi7e) sint

cost+ C
— e In(cos t+C) sint

=e”sint.
(b) Vi kontrollerar snabbt att y = 2 16ser differentialekvationen:
y" =2y — 4y = 8 — 4e? — 4e? = 0.
Foér att hitta den allminna 16sningen ansitter vi y = e”* och far att
y" =2y —dy =" —2re™ —4e™ = (r® —2r — 4)e"™.
For att detta uttryck ska bli = 0 sa maste minst en av faktorerna forsvinna: 73 —2r —4 = 0
eller e"* = 0. Exponentialer ir dock aldrig noll, s det enda alternativet &r att 3 —2r—4 = 0.
Vi maste alltsa l6sa denna tredjegradsekvation, vilket skulle kunna vara ett jobbigt problem,
men som tur dr kdnner vi redan till roten r = 2. Vi kan darfoér faktorisera polynomet:
r—2r —4 = (ar®* +br +c)(r —2) =ar® + (b — 2a)r* + (c — 2b)r — 2c,

dar ar? + br + ¢ &r ndgot andragradspolynom vars koefficienter vi maste hitta. Faktum &r
att en direkt jamforelse mellan vénster- och hogerled ger oss koefficienterna valdigt snabbt:

Koefficient framfor z2 : 1 = a,

Koefficient framfor 2 : 0 = b — 2a,

Koefficient framfér x : —2 = ¢ — 2b,

Konstant : —4 = —2¢,

18Vi har behallt tecknet pa konstanten C trots multiplikation med —1, eftersom konstanten &r godtycklig.
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dvs. a =1, b=2a =2, c=2. Vi kan nu hitta samtliga rotter till tredjegradspolynomet:

P —2r—4=0 <= (MP+2r+2)(r—2)=0
< 7?4+ 2r+2=0o0ch/ellerr—2=0
= r=-1%i och/eller r =2

Tredjegradspolynomet har alltsa rotterna r; = 2, ro = —1 414, samt r3 = —1 — 4, vilket ger
oss tre specifika 16sningar pa differentialekvationen,

2t — (14 (—1-i)t

yp=¢€¢ -, Y2 Yys =¢€

Den allménna losningen ar en godtycklig linjarkombination av dessa:

y = Ae2t + Be(~1HDt 4 op(=1-it

OBS: Genom att kombinera Eulers formel e*+#¢ = e%(cos 8 + isin 3) med formlerna

ezt + e—lt ) ezt _ e—zt
COStzi, Slnt:%,
2 24

sa kan man &ven skriva den allménna lésningen pa féljande form:

y = Ae* + Cretcost + Cre tsint
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Problem 13.

Om ett objekt i ett rum virms upp fran 5°C till 10°C pa 4 minuter, och om rummet hela tiden
haller temperaturen 20°C, hur linge drdjer det tills objektet har temperaturen 15°C?7 Antag
att objektet varms upp med en hastighet som ar proportionell mot skillnaden mellan objektets
temperatur och det omgivande rummets temperatur.

Losning: Antag att funktionen T'(t) anger objektets temperatur i grader Celsius efter ¢ minuter.
Enligt uppgiften ar starttemperaturen 7'(0) = 5, och efter 4 minuter ar temperaturen 7'(4) = 10.

Uppgiften pastar att temperaturens forandringshastighet, T”(¢) &r proportionell mot skillnaden
mellan objektets temperatur (7'(¢)) och det omgivande rummets temperatur (20). Alltsa &r

T'(t) = k(T'(t) — 20),

for nagon proportionalitetskonstant k. Infér nu hjéalpfunktionen U(t) = T'(¢) — 20 och observera
att U'(t) = T'(t), eftersom den konstanta termen —20 forsvinner under derivering. Ovanstaende
ekvation lyder darfor

U'(t) = kU (¢),

vilken ir ekvationen fér exponentiell tillviixt och har 16sningen U(t) = Ce**. Det foljer att
T(t) =U(t) + 20 = Ce* 420
Allt som aterstar ar att hitta virdena pa konstanterna k, C. Begynnelsevillkoret ger att
5=T(0) = Ce” +20 = C + 20,
vilket innebér att C' = —15. Dessutom vet vi temperaturen efter 4 minuter:

10=T(4) = —15e* +20 = 15¢* =10

<— 4k=1In (10>

15
1 2
k=-In|-=| ~—0.1.
<— 4n<3) 0

Vi kan nu berdkna hur lang tid det tar for objektet att vérmas till 15°C:

15=T() = —15e" +20 <= 15 =

5
5
= kt=In|-—

In (3 In (%) In(1/3)
= =1L = I8l —y ~ 10.84.
k 1In(3) In(2/3) 08

Det tar alltsa ca. 10 minuter och 50 sekunder for objektet att virmas till 15°C.
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Problem 14.
3 -2 -3 5
Betrakta matrisen A= |1 —3 4 | och vektorn b= |[1].
7T -7 =2 0

(a) Bestdm om vektorn b hor till Col A.
(b) Ange en bas till kolonnrummet Col A och dimensionen av nollrummet Nul A.
(c) Anvind svaret till (a) for att siga om b #r ortogonal mot Nul AT

Losning:

(a) Vektorn b ligger i kolonnrummet Col A om och endast om det finns (minst) en 16sning pa
ekvationen Az = b. Denna fraga besvaras med gammal hederlig radreducering;:

3 -2 -3 5 1 -3 4 1 1 -3 4 1
[A]bp=(1 -3 4 1|~|0 7 =15 2|~|0 7 -—-15 2
7T -7 -2 0 0 14 -30 -7 0 0 0 -11
Sista raden svarar mot ekvationen 0x1 + 0xo + 0z3 = —11, som naturligtvis inte har nagon

16sning. Systemet &r alltsa inte l6sbart och vektorn b ligger inte i kolonnrummet Col A.

(b) I forra deluppgiften sag vi att

1 -3 4
A~l0 7 -—15],
0 0 0

vilket innebéar att forsta och andra kolonnen i matrisen A &r pivotkolonner:

3 -2
v = 1 s Vo = -3
7 -7

Enligt ett viktigt teorem i boken, och som vi har noterat under flera 6vningar, utgor dessa
en bas for kolonnrummet. Dessutom vet vi att dimensionen pa nollrummet &ar lika med
antalet fria variabler, och vi far en fri variabel for varje kolonn som inte ir en pivotkolonn.!?
Med andra ord &ar dim Nul A = 1.

(c) Enligt Fredholms sats ér Col A det ortogonala komplementet till Nul AT
Nul AT = (Col A)*,

och vice versa. En vektor #r alltsa ortogonal mot nollrummet till AZ om och endast om
den ligger i kolonnrummet till A. Men vi har redan visat att vektorn b inte ligger i Col A,
sa den kan inte heller vara ortogonal mot Nul AT

19Ni kanske kommer ihag ett teorem som siger att dim Col A 4+ dim Nul A = antalet kolonner i matrisen A.
Alltsa &r varje kolonn antingen en pivot-kolonn eller sa ger den upphov till en fri variabel.
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Problem 15.

Lat v; = [1 l]T och vy = [3 1}T, och 1t T vara den linjira avbildning fran R? till R? som
ir sadan att T'(vy) = e; och T'(vs) = eq, diir 1, €3, €3 #r standardbasen i R3.

(a) Skriv v = |3 Q]T som en linjirkombination av v, och vs och bestdm sedan T'(v).

(b) Bestdm standardmatrisen for 7.

Losning:

(a) Vi soker koordinater c1, co sadana att c;v1 + cove = v. Denna ekvation kan ocksa skrivas

vl =e = [l

och ar darfor pa formen Mc = v. Radreducering ger koordinaterna:
1 3 3 1 3 3 1 3 3 1 0 15
[M“’]L 1 2]”{0 —2 4]“{0 1 0.5}”[0 1 0.5}’

alltsa ¢; = % och ¢y = 1. Indeed,

§o
3 1 31|, 113 3
S R RS
Vi kan nu anvénda linjariteten for att utvéirdera T'(v):

1
3 1 3 1 3 1 3
T =T\ = — =T =T = - —e; == |0
(v) (2’01+2’02> 5 (’U1)+2 (’Ug) 261—|—262 3 0 +

Om A &r standardmatrisen for den linjdra transformationen T, sa sdger uppgiften att
Avy =T (v1) = e och Avy = T'(v2) = es. Det foljer att

)

11

M

1 3 L0
A ['Ul ’02] = [61 62] < A l: :| =10 1
0 0

E

och vi kan berdkna standardmatrisen som A = EM ! eftersom matrisen M &r inverterbar;
dess determinant ar nollskild. Inversen M ~! kan berdknas antingen genom att radreducera
[M | I] ~ [I | M~—1] eller genom att anviinda den explicita formeln:

) 1 d -b
M—L d] och det M #0 — M _det]W{—c a}

Den linjara transformationen 7' har saledes standardmatrisen

1 0 1 -3
1 — 1
A=EMT == o 1 [11 13]:_2
0 0
OBS: Ett annat satt att 16sa uppgiften hade varit att skriva standardbasen €; = [1 O]T

)

€y = [O 1] r som linjarkombinationer av v1,v2. Da hade vi kunnat utvirdera T'(é;), T(é2)
och vi hade fatt standardmatrisen A = [T'(€;) T(€3)].
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Problem 16.

(a) Formulera ett tillrackligt och nédvéandigt kriterium for att en matris B ska vara diagonalis-
erbar. Betrakta sedan matrisen

1 -2 4
B=1|3 -4 4
3 -2 2

Visa att —2 och 3 ar egenvérden till matrisen B. Avgér om matrisen B &r diagonaliserbar
och ange i s& fall motsvarande diagonalmatris D och en matris P sidan att P"'BP = D.

(b) Betrakta foljande system av ordinéra differentialekvationer:

’_ .. 11
x' = Ax, dar A—[Q 4}.

Ange den allménna 16sningen, samt den l6sning som uppfyller begynnelsevillkoret a(0) = [a .

Losning:

(a) Ett tillrdickligt och nédvéndigt kriterium for att en kvadratisk n x n-matris B ska vara
diagonaliserbar, ar att den har n stycken linjart oberoende egenvektorer.

Kommentar: Eftersom kolonnerna i matrisen P &r egenvektorer till B (per konstruktion)
sa kan kriteriet omformuleras som foljer: Matrisen B ar diagonaliserbar om och endast om
matrisen P existerar och ar inverterbar. Ur detta perspektiv ar kriteriet valdigt naturligt,
ty om det inte finns n stycken egenvektorer sa kan vi inte konstruera matrisen P, och om
dessa egenvektorer inte #r linjért oberoende sé &r P inte inverterbar och P! existerar inte.

Lat oss paborja diagonaliseringsprocessen. Normalt ar det forsta steget att ta fram egenvérden
till matrisen B, men vi har redan fatt forslagen A = —2 respektive A = 3, sa lat oss forsoka
hitta motsvarande egenvirden.2’

For att hitta egenvektorer med egenviarde —2 soker vi losningar pa ekvationen Bx = —2x
eller ekvivalent (B + 2I)x = 0. Som vanligt kan vi radreducera for att fa svaret:

3 -2 4 3 -2 4
B+2I=1|3 -2 4|~ (0 0 Of,
3 -2 4 0 0 O

vilket svarar mot ekvationen 3z — 2x5 +4x3 = 0. Fran denna ekvation kan vi 16sa ut valfri
variabel i termer av de andra tva, exempelvis z; = %xg — %373, vilket ger losningen

0] [lm-tm] [ [
= |x9| = To =z |1]| 423 | 0
T3 T3 0 1
~——
V1 v2

200m uppgiften ljuger och dessa inte alls &r egenvérden till matrisen B si kommer vi snart méirka detta, da
ekvationen (B + 2I)x = 0 och/eller (B — 3I)x = 0 i sa fall saknar icketriviala l6sningar @ # 0. Om det istéllet
visar sig att bada tva faktiskt dr egenvarden, men att de bara har en egenvektor vardera, sa finns tva mojliga
forklaringar: Antingen existerar ett tredje egenvarde som vi inte kdnner till, eller sa har matrisen helt enkelt inte
3 stycken linjért oberoende egenvektorer och ar inte diagonaliserbar. Vi behéver dock inte leta efter nagot tredje
egenvarde om vi inte stoter pa nagot problem pa végen.
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Vi har nu hittat 16sningar pa ekvationen (B +2[)x = 0 <= Bz = —2, vilket bekriftar
en gang for alla att A = —2 faktiskt ar ett egenvarde till matrisen B. Motsvarande egenrum
ar dessutom tvadimensionellt, med en bas som ges av de linjart oberoende vektorerna vy, vs.

For att hitta egenvektorer med egenvérde A = 3 18ser vi ekvationen (B — 3I)x = 0.

-2 -2 4 1 1 =2 1 1 -2 1 0 -1
B-3[=|3 -7 4|~1|3 -7 4|~1]0 —-10 10|~ |0 1 -1
3 -2 -1 0 5 =5 0 1 -1 0 0 O

Denna radreducering ger oss ekvationssystemet x1 — x3 = 0 respektive x5 — 3 = 0, dvs.
x1 = 9 = x3. Vi har alltsa en fri variabel z3 och 16sningen blir

T T3 1
L= (T2 = [T3| = T3 1
I3 I3 1

v3
Alltsa &r A = 3 ett egenvérde till matrisen B och v3 utgor en bas for motsvarande egenrum.

Vi har funnit tre stycken linjart oberoende egenvektorer till matrisen B: v, v2,v3. Enligt
kriteriet i borjan av uppgiften ar matrisen B diagonaliserbar, med matriserna

-2 0 0 2 4
D= 0 -2 0 5 P= [’Ul Vo ’Ug] =1 0 1
0 0 3 0 1 1

Teorin kring diagonalisering garanterar nu att D = P~!BP eller ekvivalent B = PDP~1.

OBS: Det gor ingenting om man skalar egenvektorerna. Vi hade exempelvis kunnat skala
upp vektorerna vy, v2 med en faktor 3 och fatt det lite snyggare uttrycket

2 41
P=1{3 0 1
0 3 1

Varje sadan skalning av kolonnerna i P kompenseras automatiskt med en omvénd skalning
av raderna i P!, si att identiteten B = PDP~! bevaras. Dessutom tilldts vi byta plats
pa kolonnerna i matrisen P, under forutsittningen att vi gor precis samma ompositionering
av egenvardena i diagonalmatrisen D. Till exempel hade vi kunnat sitta

-2.0 0 2 1 —4
D=|0 3 o|, P=|31 0],
0 0 -2 01 3

och identiteten B = PDP~! hade aterigen bevarats.

Kom ihag att den allménna l6sningen ges av uttrycket
x(t) = CreMtv; + Cye?lvs,

déar A1, Ao ar egenvarden till matrisen A och vy, vo &r motsvarande egenvektorer. Vi borjar
dérfor med att finna dessa. Egenvérdena ar rotterna till det karaktéaristiska polynomet

1-A 1

det(A)\I)—det{ 94—

}—(1)\)(4)\)+2—)\25>\+6,

279



MVE/65

och PQ-formeln séger att \; = 2 respektive Ay = 3.

For att hitta en egenvektor med egenvéirde A\ = 2 léser vi ekvationen (4 — 2I)xz = 0:
-1 1 -1 1
A== {2 2] ~ [0 o}’
vilket ger ekvationen 1 — x5 = 0, hence
T || 1
o= =E == 1
=%
For att hitta en egenvektor med egenvirde Ay = 3 16ser vi ekvationen (A — 31)x = 0:
-2 1 -2 1
A=sl= {2 1] ~ [0 0}’
vilket ger ekvationen 2x; — xo = 0, hence
I N I _ 1
o= =l == B
-~
U2

Vi kan nu sédtta in vara egenvektorer och egenvérden for att fa den allménna lésningen:

_ 2t |1 se |1 01€2t + Cge?’t
m(t) o Cle [1:| ™ CQe [2:| o [0162t + 20283t

Avslutningsvis jamfor vi begynnelsevillkoret x(0) = [2 5]T med den vektor vi erhaller
om vi satter t = 0 i den allménna l6sningen:

2 . (0)_ 01€0+02€O . Ci+ Oy
5 -z - 0160+202€O - C1+205°

Vi far alltsa ekvationssystemet

2=C1+Cy
526'14—26'27

vilket kan 16sas genom att exempelvis skriva om forsta raden som C; = 2 — C5 och ersétta
termen C; i andra raden med 2 — Cs:

5= (2 — 02) + 20,
Lite omskrivning ger att Cy = 3 och saledes C; = 2 — Cy = —1. Den specifika 16sning som
]T

svarar mot begynnelsevillkoret (0) = [2 5]" ér alltsa

_ 2 1 3t 1 _ 7€2t +3€3t
(l?(t) = —¢ |:1 + 3e 21 — _e2t +663t
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Problem 17.

Bestam en ON-bas for kolonnrummet till matrisen
4 1 -2 -1
A=1(3 2 1 1
1 1 1 1

Losning: Genom att radreducera matrisen,

4 1 -2 -1 1 1 1 1 1 1 1 1
A=13 2 1 1{~]0 -1 -2 =2|~1]0 1 2 2/,
1 1 1 1 0 -3 -6 -5 0 0 0 1
ser vi att pivotkolonnerna ar
4 1 -1
v = 3 y Vg = 2 s V3 = 1 . (25)
1 1 1

Dessa utgor alltid en bas for kolonnrummet, men inte en ON-bas eftersom kolonnerna varken &ar
ortogonala (O) eller normaliserade (N). Vi kan dock anvénda kolonnerna for att konstruera en
ON-bas via Gram-Schmidt metoden: Boérja med att sétta

a; = vy,

och notera att vs redan ar ortogonal mot denna - vi kan sitta a3 = v3. Sedan anvénder vi v
for att konstruera en vektor as som ar ortogonal mot bade a; och as. Lost talat kan man séga
att vi slanger bort de delar av vy som inte ar ortogonala mot antingen a; eller as:

1 [4 [—1
V2 - Ay Vg - as 11 2
as = Vg — 2(11— 2a3: 2 —— 3| — = 1
o™ T |3 "2 |y 73|
1 78] 132]  [-52 1 [2
=3 156 — |99 | — | 52 =3 5
78 | 33 | | 52 -7
Vektorerna a1, as, as ar ortogonala och utgor darfor en ortogonal en bas for kolonnrummet. Det
sista steget &r att normalisera dem: u; = ﬁ, vilket ger oss ON-basen
T 1|2 1|7t
U1

=— 3|, u2=—7== |51, uz=—7|1
Va6 |10 VB L T T VB

Intressant nog hade vi kunnat kringga Gram-Schmidt genom att titta noggrant pa ekvation (25).
Denna ekvation siger att pivotkolonnerna &r tre stycken vektorer i R3, som dessutom &r linjart
oberoende eftersom de utgdér en bas for kolonnrummet. Varje samling av n stycken linjart
oberoende vektorer i R™ utgdr en bas for R™, s vektorerna i ekvation (25) utgdr en bas for R3.
Med andra ord dr Col A = R? och man kan 16sa uppgiften genom att vilja valfri ON-bas for R?,
till exempel standardbasen
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