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1 Forelasning 1

1.1 Notation

I envariabelsanalysen noterades en funktion med f : R — R medan i flervariabelsanalys sa noterar
vi det med f : R™ — R™ n,m > 1. En funktion av n variabler kallas skalarvarld ifall m = 1
och en vektorvérd ifall m > 1. Om m = n kan f tolkas som ett n-dimensionellt vektorfalt. En
vektorvard funktion kan reduceras till en uppsattning skaldrvirda funktioner genom att studera
varje komponent for sig.

1.2 Derivata i en variabel

Genom att anta att f: R — R &ar definerad i en omgivning till a kan tre defenitioner for derivatan i
en variabel formuleras:

Definition 1: i B~ fla)

a+nh)— jla
lim 1

0 h (1)
Gransvérdet ar da derivatan i punkten x = a.

Definition 2: Lat p(h) vara skillnaden mellan differensekvationen och derivatan

() = TEED=ID oy ®

Loses f(a+h) ut blir ekvationen: f(a+h) = f(a)+ f'(a)-h+p(h)-h dar man ser att f ar deriverbar
iz =a om det finns en reell konstant A och en funktion p(h) s.a

fla+h) = f(a) + Ah + hp(h) och %li% p(h) =0 (3)

Derivatan f’(a) ar da A.

Definition 3: (geometrisk tolkning) Efter omskrivning kan formulering 2 uttryckas som
fl@)=fla)+ A -(x —a)+ (x —a) - p(x — a). Den sista termen i denna tolkning &r vildigt liten
ignoreras den far vi tangentlinjen.

Anmairkning: p(h) — 0 innebér att det finns en unik tangentlinje, alltsa limp,_0 p(h) = 0 &
deriverbar.

1.3 Generalisering till f: R" - R n > 1

I flera variabler blir gransvirden ofta svara da vi kan ndrma oss en punkt i oéndligt manga riktningar
och derivatan beror vanligtvis pa riktningen. I en given riktning kallas derivatan Riktningsderivata.
Ett specialfall ar de partiella derivatorna da man ndrmar sig parallellt med koordinataxlarna.

Def (2.1.1 S.46) Partiell derivata
Lat f:R? — R och f definderad i en omgivning av (a,b). De partiella derivatorna till f i (a,b):

%(a,b) — lim fla+h,b) — f(a,b)

or h—0 h (4)
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f(a,b—l—k]i—f(a,b) (5)

De partiella derivatorna noteras, 8%. Berakningar hanteras som i en envariablesderivata men
betrakta de andra variablerna som konstanter. Viktigt att komma ihag vid dessa berdkningar &ar att
om f ar deriverbar i a — f kontinuerlig i a.

2 Forelasning 2: Differentierbarhet och C!

Partiell derivata dr (ofta) inte anvandbart i flera dimensioner, istillet anvinds differentierbarhet.

Om f:R? — R kan vi tolka den som en graf z = f(x,y)

Grafisk definition: f &r differentierbar i en punkt (a,b) om 3 ett unikt plan som &r tangent till
grafen av f i punkten.

Formell definition: Antag f : R> — R definerad i en omgivning av (a,b). f ir d& differentierbar
i (a,b) om 3 konstanter A och B och en funktion § : R> — R s.a.

h
k
dar §(h, k) — 0 da (h, k) — (0,0).
For att linjérisera i (a,b) skippar vi sista termen och far: f(a + h,b+ k) = f(a,b) + Ah + Bk,
dar §(h, k) — 0 da (h,k) — (0,0) ska tolkas som 2-dim gransvérde.

f(a+h,b+k)f(a,b)+Ah+Bk+‘

’ o(h, k) (6)

2.1 Sats 2.2.1 (s. 53)

f differentierbar i (a,b) = f kontinuerlig i (a, b)

2.2 Sats 2.2.2 (s. 54)

Om f uppfyller ekvation (6) &r: B %ZC((ZZ b))a

Satsen bevisas genom att sdtta k=0 och lata h — 0, samt h=0 och lata k — 0.

2.3 Definition 2.4.4

Om f : R? — R ér differentierbar i @ € R™ definerar vi gradienten (vektorn av alla partiella
A1 (@)
311

derivator) i punkten @ som: Vf(a) =

2L @)
Oxp
Med gradienten kan vi skriva ekvation (6) for f : R” — R som:

f@+h) = f(@+Vf@-h+|n] o(h) (7)

2.4 Kopplingen mellan ekvation 6 och tangentplan

E
Lat 7 vara en normal till planet dar 7 = | F' |, och 1at (o, yo, 20) vara en godtycklig punkt i planet.
G
r — X
v ar en godtycklig vektor i planet och 7 = | ¥y — yo
Z— 20
Da xzg = a,yo = b, 20 = f(a,b) och h =x — xg, k = y — yo ger ekvation 6 att:

f(a+h,b+k):f(a,b)+A(:1:—xo)—|—B(y—yo)+‘

(Z) H 5(h,K) (8)



z = f(z,y) ger grafen av f.
Tangentplanet fas genom att skippa sista termen i ekvation 8 och ekvationen blir da:

z=zo+ Az — x0) + B(y — yo) (9)
A

Planet gar genom (xo, Yo, 20) = (a, b, f(z,y)) och har normalvektor | B |, dar A = %(a, b), B =
-1

% (a,b)

2.5 Notation

Lat f : R® — R och D vara en 6ppen sammanhingande mingd i R”. Vi skriver att f € C! om
alla partiella derivator f; ,..., fi existerar i hela méngden D och ar kontinuerliga funktioner av n
variabler.

2.6 Sats 2.2.3

f € CY(D) = f differentierbar i hela D
OBS: <= giller inte, alltsa ingen ekvivalens.

3 Forelasning 3: Kedjeregeln

Under en forelasning 2023-01-19 forklarade Thomas Béackdahl hur kedjeregeln i flera variabler fungerar.
Kedjeregeln anvénds vid derivering av sammansattningar av funktioner. For en funktion g : R” —
RP och en annan funktion f:RP — R™, blir sammanséttningen av funktionerna

fog:R" 5 R™ (10)

Derivatan av funktionen f o g kan beskrivas pa olika sétt beroende pa hur stora dimensionerna
ar, det vill sdga hur stora n, p och m ar. Under foreldsningen togs bland annat ekvationen for fallet
n>1,p>1ochm=1 fram, vilket ar steget innan det allménna fallet dar &ven m > 1. Derivatan
av sammanséttningen gors under antagandet att funktionerna f och g ar differentierbara och att det
finns en vektor a € R™ sadant att a dr en inre punkt i definitionsméngden for g (eller D(g)), samt
att g(a) ar en inre punkt i D(f). Till f6ljd av detta antagande kan f6ljande ekvation for derivatan i
fallet n > 1, p > 1 och m = 1 harledas:

Og
. 78
ot

Lagg mérke till att vid inséttning av n = 1 och p = 1 erhalles envariabelfallet av derivatan, som
ar foljande:

ot (&(t) = ¥ f(a(0) W1 m )

T 1(0(@) = o) o) (12)

Kedjeregeln i flera variabler kan tillampas vid 16sning av partiella differentialekvationer (PDE)
5 ; iva 2 och 2 i 9 och 2
genom att gora variabelbytet (x,y) — (u,v) och skriva 5= och 5y uttryckt i 57 och F-.

4 Forelasning 4

4.1 Riktningsderivator och gradienter

Riktningsderivatan ar derivatan av en funktion f(x) i en specifik riktning. Partiella derivator som
tidigare ndmnts ar exempel pa riktningsderivator dar riktningen &r ldngsmed en koordinataxel. Den
hér definitionen kan goras mer formell.



4.1.1 Defintion riktningsderivata

For en normerad riktningsvektor © € R™ &r riktningsderivatan i riktningen v av funktionen f i
punkten a

(13)

Det viktigaste att tdnka pa har ar att ¢ ar en normerad riktningsvektor. Det betyder att langden
av 0 maste vara ett. Defintionen ar tydlig med vad en riktningsvektor &r, men ar inte sa anvindbar
i praktiken. I en variabel finns enklare metoder att derivera &n att behova berdkna gransvérdet.
Det finns det dven for flera variabler och beskrivs i denna sats.

4.1.2 Sats 2.4.6

Om f:R" — R &r differentierbar i a € R” och ¢ € R™, ||9]| =1 sa

3fi(a) = Vf(a)- 0. (14)

En interessant observation som kan goras ar att riktningsderivatan i en given punkt a &r maximal
vid derivation i gradientens riktning. Detta kan héarledas genom den geometriska tolkningen av
skaldrprodukt. Observationen sammanstalls i nedomféljande sats.

4.1.3 Sats 2.4.7

Lat f : R™ — R vara differentierbar i a, gradienten V f(a) pekar i den riktningen f véxer snabbast i
i punkten a. Den maximala tillvixtshastigheten ar ||V f(a)||.

4.2 Nivaytor
4.2.1 Definition

Lat f : R"*! — R, ¢ € R. Ekvationen f(z1,...,2,41) = ¢ definierar d& vanligtvis en n-dimensionell
(hyper)yta i R™*1,

4.2.2 Terminologi

Ekvationen ovan ger ibland, men inte alltid, en (hyper)yta i n + 1 dimensioner. Da n = 1 kallar vi
16sningen for en nivakurva, da n = 2 for en nivayta och da n > 2 for en nivahyperyta i R**1,

4.2.3 Gradienten ir en normal till nivaytan

Vi har vidare att gradienten till f i en punkt ger en normalvektor till nivaytan i den punkten. Antag
att f ér differentierbar i en punkt a € R"*! och att © € R"*1, 9| = 1 betecknar en riktning. Om ©
&r en tangent till ytan f(x) = c¢ i a giller att f;(a) =0 <= Vf(a) -0 =0 <= Vf(a)Lo. Alltsa
ar alla tangentriktningar ortogonala mot V f.

4.3 Hogre ordningens derivator
4.3.1 Notation

Da vi vill derivera en funktion f av flera variabler mer &n en gang kan vi till exempel notera detta

o o sy O%f 9 (Of ” s °f i i
pa nagot av foljande satt: T2 der = 9o (mk ), fwkwj = fy; eller g25. Om en funktions alla partiella
J © J i

derivator av ordning < k &r kontinuerliga pa en given (6ppen) méi;lgd D noterar vi funktionen som
en del av klassen C*(D).

4.3.2 Sats 2.5.4 (Clairauts sats)

Lat f : R? — R och antag att f dr C? i en omgivning kring en punkt (a, b). Da ir fg:y(a7 b) = f?;'m (a,b).
Satsen kan generaliseras sa att det géller for funktioner av ett godtyckligt antal variabler som
deriveras k ganger da de tillhor klassen C¥.
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