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1 Forelasning 1

Funktioner som hanteras i flervariabelsanalys &r funktioner som input tar en
vektor i R™ och ger en vektor i R™, dar m,n > 1.

e For m = 1 kallas funktionen skalarvéard.

e For m > 1 kallas funktionen vektorvéard.

(1, ey n) = f(@1, ey n) = (121, oy Tn)y ooy fn(T1, o)

For att forsta derivatan fungerar i hogre dimensioner gas forst igenom 3 formu-
leringar for derivatan i fallet med en variabel.

1.1 Formulering 1:

Den valkénda derivatans definition; att f &r deriverbar i x = a om limy,_,q M

existerar, och d& ar gransvirdet lika med f'(a).

1.2 Formulering 2:

Vi infor p(h) som skillnaden mellan differenskvot och derivatan:

() = LEWZIO) g

Om vi l6ser ut f(a + h) ur uttrycket far vi:

fla+h) = f(a)+ f'(a)h+ hp(h)

f ar deriverbar i x = a om det finns en konstant A € R och en funktion p(h) s&
att f(a+ h) = f(a) + Ah + hp(h) , dér p(h) — 0,h — 0 och A = f’(a).



1.3 Formulering 3 (Geometrisk tolkning av formulering
2):

Late=a+h o h=2x—a

Fran formulering 2 foljer att:

f(@) = fla) + A(z —a) + (z — a)p(x — a)

Ignorerar vi sista termen far vi tangentlinjen i x = a. Krav {6r deriverbarhet

i en punkt innebér att det finns en unik tangent till punkten. Detta &r endast
mojligt om p(h) — 0, nér h — 0.

Ett exempel pa en funktion som inte &r deriverbar i alla punkter &r:

f(x):{o, z <0

z, >0

Eftersom funktionen har en “kant” vid x = 0 kan man dra flera olika tangentlinjer
i punkten « = 0, det finns alltsd ingen unik tangent, och darfér dr funktionen
ej deriverbar i x = 0.



2 Differentierbarhet

Differentierbarhet kan definieras bade grafiskt och formellt.

2.1 Grafisk definition:

f ar differentierbar i en punkt (a,b) om det finns ett unikt tangentplan som
ligger néra funktionsytan.

2.2 Formell definition:

Antag att f : R? — R #r definierad i en omgivning av (a,b). f dr differentierbar
i (a,b) om det finns konstanter A, B och en funktion p: R? — R :

fla+h,b+k)= f(a,b) + Ah + Bk + /h? + k?p(h, k) (1)

déir p(h, k) — 0 da (h,k) — 0

Observera att om man tar bort sista termen i uttrycket ovan, far man linja-
riseringen av f i (a,b)

2.2.1 Sats 2.2,1
f differentierbar i (a,b) = f kontinuerlig i (a,b).
Bevis av sats 2.2,1:

Lat (h,k) — (0,0) i (1). Ger f(a+ h,b+ k) — f(a,b).
Det vill sdga f ar kontinuerlig da (h, k) — (0,0).

Anmirkning
Det finns kontinuerliga funktioner som ej &r differentierbara. Till exempel &r
funktionen i exemplet ovan kontinuerlig men ej differentierbar i z = 0.

2.2.2 Sats 2.2,2
Om f &r differentierbar &r A = f;(a,b) och B = f,(a,b)

Bevis av sats 2.2,2:
Satt K = 0 i uttrycket, sedan lat h — 0

_f(a+h,b)—f(a,b) |h|




Detta uttryck gar mot f;(a,b). Pa samma sitt far man f;(a,b) om man sitter
in h = 0 och later £ — 0.

Gradient:
Gradient dr en vektor som bestar av alla partiella derivator. Gradienten repsre-
senterar lutningen av funktionens graf.

0
=L (a,b
— (a,b)

2L (a,b)

Med hjélp av gradienten kan (2) skrivas for f: R™ — R

f@+h) = f(@) + Vf(@) eh+|hl|p(h)) (4)

3 Hur avgor man huruvida en funktion ar
differentierbar?

Lat f : R — R och a = (aq,...,a,) For enkelhetens skull kommer hir n
i R" — R ges virdet 2 och a = (a,b). Om vi atervinder till den formella
definitionen for differentierbarhet fér en funktion av tva variabler, ser vi att ett
krav som méaste uppfyllas dr att det finns en funktion p : R? — R vars gar mot
noll da (h, k) nédrmar sig (0,0). Ur ekvation kan p(h, k) 16sas ut enligt

fla+h,b+k)— f(a,b) + hfy(a,b) +kf,(a,b)

VA2 + k2 '
Om man sedan berdknar virdet av de partiella derivatorna i a kan man un-
dersoka virdet av lim, x)— 0,0y P(h, k); &r det lika med O &r f differentierbar,

i annat fall d&r den det inte. Att faktiskt visa detta kan emellertid bli valdigt
krangligt, men som tur dr kan man pa annat vis en funktions differentierbarhet.

p(h, k) = (5)

Observera: om f : R® — R och D dr en 6ppen, sammanhéngande méngd sigs
f tillhéra C'(D) om alla fs partiella derivator existerar och #r kontinuerliga
funktioner av n variabler i hela D.

Sats 2.2.3: f € CY(D) = f differentierbar

Bevis av sats (for fallet n = 2):



Lat f : R® — R, D C R? ppen och sammanhingande. Antag att f € C'(D)
och 14t punkten a = (a,b) € D vara godtycklig. Malet dr att visa att f ar
differentierbar i (a,b). Observera att bade f;(a,b) och f;(a,b) existerar enligt
antagandet att f tillhor C(D), och diirmed Aterstar enbart att visa att p(h, k)
i nérmar sig 0 da (h, k) gar mot (0,0).

Forst gors omskrivningen f(a+h,b+k)— f(a,b) = (f(a+h,b+k)— f(a+h,b))+
(f(a+h,b)— f(a,b)) genom att lagga till och dra ifran f(a+ h,b). Sedan kan de
tva parenteserna studeras var for sig. I den andra parentesen ser vi att y = b fran
(a,b) till (@ + h,b). Lat nu g(h) = f(a+ h,b). ¢'(h) = fL(a+ h,b) och eftersom
/1 ar kontinuerlig ar s& dven ¢’. Villkoren for Lagranges medelvirdessats &r nu
uppfyllda, och vi kan nyttja denna for att fa fram att det finns ett & € (0,1)
si att f(a+h,b) — f(a,b) = g(h) — g'(0) = h- g'(éh) = h- fL(a+ Eah,b). P
samma sitt visas att det finns ett & € (0,1) s& att den forsta parentesen dr
ekvivalent med & - f; (a + h, b+ &1k).

Satter man sedan in dessa i far man foljande uttryck:
h(fi(a+ &h,b) — fia,b)) + k(fy(a+ h,b+ &ik) — f,(a,b))

Gréansvardet av denna funktion kan uppskattas med hjilp av det faktum att
ﬁ <1 och ﬁ < 1 for alla tal h och k. Vi far genom denna uppskatt-
ning och triangelolikheten att

lp(h, k)| < [fo(a+&hb) = fo(a,b)] + [ fy(a+ R, b+ &k) = f,(a, )],

p(h, k) = (6)

och kan sedan lata (h, k) g& mot (0,0). Synbarligen ndrmar sig bade (a+&2h, b)
och (a+ h,b+ & k) (a,b) nir detta sker och genom f; och f;:s kontinuitet vet
viatt f(a+&h,b) och f)(a+h,b+E& k) dirmed narmar sig f; (a, ) respektive
fy(a,b). Det vill siga p(h, k) nirmar sig 0.

4 Generalisering av kedjeregeln

I envariabel fallet menas med kedjeregeln att:
d
(fog)'(t) = 2 flg() = f'(a(t))g' (1) (7)

Generaliseringen av kedjeregeln gors i 4 steg:

Stegl: n>1,p=1m=1
Steg2:n=1,p>1,m=1
Steg3:n>1,p>1,m=1
Stegd:n>1,p>1,m>1



Fore vi kan anvénda kedjeregeln behover vi gora féljande antagande:

Antagande (1)
Funktionerna g : R® — RP och f : RP — R™ ar differentierbara och a € R™ sa
att a dr en inre punkt i D(g) och g(a) ar en inre punkt i D(f).

Lat oss nu boérja med steg 1:
Enligt vart antagande (1) dr f o g : R™ — R differentierbar i t = a och

o0t et i = (013, 0)) 92 (a) )

vilket kan skrivas som 9 5
_ 99
i) = Fa®) 57 ©)

Detta foljer av envariabel fallet ty % betyder % dar de andra variablerna ar
J
konstanta.

Steg 2:
g:R+— RP f:RP+— R Under antagande (1) blir regeln:

d B dg
1 (g0) = V() F (10)
Steg 3:
g:R" — RP f:RP — R och antagande 1 ger:
o B 98 . _
gjf(g(t)) = V/(g(t))e at, Vi=1,..,n (11)

Steg 3 foljer av steg 2 (som dock inte visades hér) pa samma sitt som steg 1
foljer av envariabel fallet. D.v.s vanlig derivata m.a.p £; om man tolkar de andra
variablerna som konstanter.
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