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1 Variabelbyten i PDE:er & Taylors Formel

1.1 Variabelbyte i andra ordningens partiella differentialekvationer

Manga fysikaliska férlopp beskrivs med differentialekvationer innehallande andra ordningens partiella deri-
vator. Vi har tidigare tittat p4 PDE:r av forsta ordningen samt hur man kan kan anvinda variabelbyte for
att transformera och férenkla en given PDE. Antag alltsa att vi har en partiell differentialekvation av andra
ordningen, beroende pa x och y.

e P.S.S som forsta ordningens PDE: Uttryck de partiella derivatorna g—i och % i derivator med avseende
pé u och v med hjilp av kedjeregeln som féljande:

Of 0fdu 9fdv 9f 9fdu 9fdv O

or  OQudxr  wdxr’  dy Oudy 0Ovdy

e For att uttrycka andra ordningens partiella derivator % och g%’;, sa anvinds kedjeregeln upprepat pa

varje term i uttrycken g% och %5

e Tank pa att derivata av produkt kan forekomma vid vissa variabelbyten.

1.2 Taylors formel i en variabel
1.2.1 Notation

Lat f,g vara tva funktioner definierade pa D C R"™, d& betyder f = O(g) att det finns nagot ¢ € R si att
| f(z)|<c|glx)| YeeD

1.2.2 Taylors formel (Envariabelfallet)

Vi har tidigare sett Taylors formel och definierar den hir som féljande:
Lat f : R — R vara k + 1 ganger differentierbar i en omgivning D av punkten x = a och lat h > 0 vara
tillrackligt liten sidan att [a — h,a + h] C D. D4 giller att

k .
f(a)(a) ) f(kr+1)(§)
fla+h) :; T T AR (2)



for nagot € € (a,a+h). Forsta termen i formeln, dvs summan, ar Taylorpolynomet medan det andra beskriver
resttermen. Taylors formel kan ddrmed skrivas som

~[9(a),;
flath)y =3 === + O(h*1) = p.+ O(h*), (3)

i=o

dir py, alltsa dr Taylorpolynomet av grad k och O(h**1) &r Ordo-termen som representerar resttermen. Vi kan
beteckna resttermen med Ordo eftersom f( 1 (z) &r kontinuerlig och dirmed begrinsad pa den kompakta
méngden [a — h,a + h].

1.2.3 Taylorapproximation

Med hjélp av Taylors formel kan vi gora approximationer av funktionen f i nérheten av x = a med ett
polynom av grad k.
Forsta ordningens Taylorapproximation ar vanlig linjéarisering

fla+h) = f(a) + f'(a) - h+ O(h?). (4)

Andra ordningens Taylor polynom kan approximeras av
/ "(a) ;o 3
fla+h) = fla) + fla)h+ =——=h" + O(R") (5)

och anvénds i samband med stationéra punkter, dvs dér f'(a) = 0 for att avgora vilken slags kritisk /stationér
punkt det ror sig om. For en stationdr punkt f/(a) = 0 géller:
e f"’(a) > 0=z = a lokalt minimum

e f"(a) < 0= z = a lokalt maximum

e f"(a) =0 = krévs langre utveckling.

1.3 Taylors formel i flera variabler

For att utvidga Taylorserier till flera variabler boérjar vi med en funktion f:R? — R dér vi antar att f &r
partiellt deriverbar k+1 ganger. Vi vill utveckla f(z,y) kring nidgon baspunkt (a,b) € R? och 6verfor detta
till envariabelfallet for att sedan Taylorutveckla kring t néra noll och ickenegativt

F(t) = f(a +thy,b+ thz) (6)
LA nI(0)) _ (k+1)
F(t) _ Z F ]'(O)tJ + Fk - 1(6) tk+1 (7)

Jj=0

dir € € (0,t). Vi behover nu uttrycka derivatorna av F i termer av derivator av f. Kedjeregeln ger att

(a -+ thy) + fi(a+ thy,b+ thy) % (a + thy) = ®)

F/(t) = fi(a+ th,b+ thy) dt
(9)

dt
o 0
~((ng5 +re35)7)

Forhallandet mellan F” och (h1% + hg%) f ar detsamma som mellan F' och f, ur detta foljer att hogre

derivator kan skrivas som
, o Y’
FO@) = ([ hi= + ho—
0= ((mys+ §y) /)

r=a+thi,y=b+thso

(10)

rz=a+thi,y=b+ths



Detta hogerled kan utvecklas med binominalsatsen for att enklare uttrycka hogre ordningens termer och
foljer formen

FO(t) = j Nping-i 21 11
(t)*z i )M aigi T (11)

=0 r=a+thi,y=b+tha

Viirt att notera #r att genom att definiera vektorn h = (Z) s& kan den innersta parentesen i hogerled for

ekvation 5 skrivas som
hl—x+h2—:ﬁ.v (12)

Genom att definiera a = (Z) kan approximeringen skrivas mer kortfattat som

(v
)+

(B . V)k+1 _
Wf& (13)

k
fa+n =3,
j=0

Analogt med att forsta ordningens Taylorutveckling ger en tangentiell linje for envariabelfallet s& ger
férsta ordningen det tangerande planet i tva variabler. En Taylorutveckling av andra ordningen kan &ven ge
uttryck till svingda ytor som elliptiska och hyperboliska parabolider. Precis som for Taylorutvecklingar i en
variabel s Okar osékerheten av approximationen beroende pa derivatornas lutning i punkten som utvecklades
kring samt avstandet fran denna punkt.

For att reducera detta till ett mer tydligt exempel féljer nu andra ordningens Taylorutveckling for en
funktion i tva variabler.

flath,b+k) = f(a,b)+(hf;(a,b)+kf,(a,b)) ( )+;(thfc'x(a,b)+2hkf§fy(a,b)+k2f{,’y(a7b)) ( )+(9(||B?’||)
a,b a,b
(14)

2 Undersokning av lokala extrempunkter

),
),

Funktionen f : R™ — R har lokalt maximum i @; om det finns en omgivning  av a; s& att f(Z) < f(
Vz € Q. Likadant har funktionen f lokalt minimum i @, om det finns en omgivning 2 av @, sa att f(z) > f(
Vz € Q. Maxvéirden och minvirden kallas tillsammans for extremvéarden.

ay
az

2.1 Sats 2.6.11

Om f(z) har lokalt extremvérde i en inre punkt a i definitionsméngden och f &r partiellt deriverbar i a s&
ar Vf(a) = 0 och a kallas d& stationir punkt.

2.2 Karaktiren for en stationira punkter

b
form for f som vi kan skriva Q(h, k) = Ah? +2Bhk+Ck?, dir A = [, (a,b), B = f!, (a,b) och C = [ (a,b).
Den kvadratiska formen &r intressant da tecknet pa Q(h, k) ofta kan visa om punkten @ &r en maximi-, mi-
nimipunkt eller ingen av dessa tva. Vi definerar féljande:

Om vi har en funktion f: R? — R som har den stationira punkten a = ( “ ) sé finns det en kvadratisk

En kvadratisk form Q(h, k) : R" — R &r
e positivt definit om Q(h, k) > 0, V(h, k) # 0 = a stringt lokalt minimum
e positivt semidefinit om Q(h, k) >0

e negativt definit om Q(h, k) < 0, V(h, k) #0 = %stréingt lokalt maximum



e negativt semidefinit om Q(h, k) <0
e indefinit om Q(h, k) antar bade positiva och negativa viirden = a sadelpunkt
Om Q(h, k) antingen &r positivt eller negativt semidefinit gar det inte att avgora karaktéiren pa a med endast

den kvadratiska formen.

2.3 Matrisformulering

Om vi later h = ( Z ) och M = ( A B ) sa dr Q(h) = hT Mh. Da M #r en 2x2-matris sa ir Q(h)

B C
o definit om det(M)> 0 (positivt om A > 0 och negativt om A < 0)
o indefinit om det(M)< 0

o semidefinit om det(M)=0

Om M istéllet &r en symmetrisk nxn-matris och h € R™ sa ir Q(h)

positivt definit omm alla egenvérden &ar positiva

negativt definit omm alla egenvirden &r negativa

indefinit omm det finns positiva och negativa egenvirden

semidefinit om nagot egenvirde &r noll

3 Funktionalmatriser

Antag att den vektorviarda funktionen f : R™ — RP. Denna funktion kan skrivas som en kolonnvektor:

fi(z)
flz) = : (15)

Utvecklar man f(z) = (fi(z1, ..., ), ..., fp(z1...24,)) och deriverar varje funktions partiella derivator far man
matrisen:

of1 Of1
oz, ox,,
(16)
Ofp ofp
oz oz,

Denna matris kallas funktionalmatrisen till funktionen f(x). Matrisen har far dimensionerna pxn. Raden j i
of; of; )

Bxy? " Dy "

funktionalmatrisen ger gradienten V f; = (

3.1 Kedjeregeln

Vid sammansatta funktionen nyttjas kedjeregeln for att fa fram derivatan av den vektorviarda funktionen.
Antag att vi har tvad funktioner g : R™ — RP, f : RP — R™ och att bada &r differentierbara i punkten a.
Antag a € D(g) dir g(a) € D(f).



Lat:

tq 1 g1(t) fi(x)

tn Tp gn(t) fm()
Den sammansatta funktionen y = f(g(t)) kan skrivas om till:
x=g(t) (18)
y = f(z)

Vid steg 3 i kedjeregeln for en komponent j inom vy erhélls fran raden ¢ i funktionalmatrisen = g(t) och
kolonnen j fran funktionalmatrisen for y = f(x).

991

dyi\ _ ([ Ofi Ofi .

(8&-)*(671 m) : (19)
99n
at;

Radar man ihop alla kolonner far man funktionalmatrisen till y = f(g(t)). Genom detta kan man se att
kedjeregeln for vektorvirda funktioner &r:

Y =f(g(t) g'(t)) (20)

Kedjeregeln visar ockséa att matrismultiplikation av funktionalmatriserna for f och g ger funktionalmatrisen
till y.

3.2 Specialfallet (m = n)

Vid (n x n) matriser maste funktion f : R™ — R"™ vara differentierbar i punkten a € R™. Skillnaden &r att
om funktionen f &r differentierbar i @ € R"™ kommer matrisen vara (n X n).

4 Funktionaldeterminanter

Betraktar vektorfiltet y = f(x) definierad i R" med vérden i R". Tidigare gav funktionalmatrisen upplys-
ningar om funktionens lokala uppforanden i en viss punkt. Determinanten av denna kallas funktionaldeter-
minanten, och ger istéillet anvisningar f6r den linjara avbildningen fran R™ till R". Funktionaldeterminanten
av funktionen y = f(x) ser ut enligt f6ljande

ofr Of1
oz oz,
of .
det f'(z) = det(=-2) = | : : 21
ot f'(@) = det(2) = | | (21)
Ofn Ofn
o1 o,

och betecknas som nagot av foljande

d(z)’ d(x)” d(z1, . ) d(T1, s Tp)

(22)

Aven beteckningen J(z) (Jacobis determinant) kan anviindas om det framgar vilken funktion som avses.



4.1 Sats 3.3.1 (s. 141)

For en sammanséttning av tva funktioner, y = f(x) och x = g(t), bada R" till R", &r funktionaldetermi-
nanten produkten av de ingaende funktionernas funktionaldeterminanter. Detta formuleras enligt f6ljande

dy) dy) d)
dit)  d(z) dt) (23)

Ett alternativt skrivsiitt dr det(f o g)’ = det(f'g’) = det f’ - det g’. Satsen anviinds limpligen vid vari-
abelbyten i R"™, d& dessa ar bijektiva funktioner. For en rektangel kring en fix punkt a tillhorande defeni-
tionsméngden av en funktion under avbildningen y = f(x) som bildar en ny rektangel kring punkten f(a),
ar absolutbeloppet av funktionaldeterminanten lika med forstoringsfaktorn.

Antag funktionen y = f(x) vara bijektiv med inversen & = g(y). Da ar y = f(g(y)) Vy, dir funktional-
matrisen dr enhetsmatrisen samt funktionaldeterminanten lika med 1. Satsen ger da

1 =det f'(x) - det g'(y) = dy) . —) (24)

Av detta aterfas att inversens funktionaldeterminant &dr det reciproka vérdet av funktionens funktional-
determinant enligt

d(x) 1
dy) ~ T (25)

5 Kap 3.4 Implicita givna funktioner

Nivakurvor kan se ut pa manga olika sétt. Studerar man zy = 1 ser man att den gar att uttrycka som
funktionsgrafen y = 1/x. Diremot finns det nivikurvor som inte utgdr ndgon funktionsgraf, som till exempel
en cirkel 22 + y? = 1 da det kan finnas flera y-viirden for ett givet z. Diremot kan man skapa en explicit
funktion i en omgivning av (a, b), till exempel y = /1 — 22 {6r den positiva (6vre) halvan av cirkeln.

Det kommer dven naturligt att friga om det gér att derivera funktionen i en sddan omgivning. Om vi
antar en nivakurva av en funktion F som tar vérden x och y, déar y beror av z, far vi genom implicit derivering

Bz, f(z)) = C

Detta leder till implicita funktionssatsen.

5.1 Sats 3.4.4 (Implicita funktionssatsen, s.148)

Antag F(z,y) € C',3(a,b) : F(a,b) = C. 3 6ppen omgivning U av (a,b) s att Iy = f(x) € C! som defineras
implicit av nivakurvan till U. Da géller att

forutsatt att F (a,b) # 0. O

Det finns &ven mojlighet att kasta om z och y om Fg; = 0 och F. # 0, vilket istéllet ger en funktion
z = g(y).



